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Die Theorie der L-Funktionen ist eines der faszinierendsten Gebiete in der Zahlentheorie,
dabei sind die speziellen Werte der L-Funktionen ein bedeutendes Forschungsobjekt schon
seit der Euler-Zeit.
Zu jedem Paar (pi, σ) automorpher Darstellungen von GLn(A) bzw. GLn−1(A), wobei A
den Adelring von Q bezeichne, kann man à la Jacquet, Piateski-Shapiro und Shalika eine
sogenannte Rankin-Selberg-L-Funktion, gegeben als ein Eulerprodukt, zuordnen [JPSS83],
welche gute analytische Eigenschaften besitzt. Seit Jahrzehnten haben es vielen Zahlen-
theoretikern die speziellen Werte der automorphen L-Funktionen, insbesondere auch der
Rankin-Selberg-L-Funktionen, angetan. Man interessiert sich vor allem dafür, ob die infra-
ge kommenden Werte, möglicherweise bis auf einen kanonischen komplexen multiplikativen
Faktor algebraische Zahlen sind und wie man sie p-adisch interpolieren kann.
Im Rahmen des Langlands-Programms haben Gelbart und Jacquet vor etwa 40 Jahren
eine Methode entwickelt, wie man aus einer automorphen Darstellung pi der GL2 eine auto-
morphe Darstellung Sym2(pi) der GL3 konstruiert und damit in diesem Fall die vermutete
Langlands-Funktionalität gezeigt [GJ76].
Sei also σ = ⊗vσv eine cuspidale automorphe Darstellung von GL2(A). Zu jeder un-
verzweigten lokalen Darstellung σv ist eine Konjugationsklasse in GL2(C), auch Satake-





ein Vertreter dieser Konjugations-
klasse. Dies deﬁniert aber eine Konjugationsklasse in GL3(C) mit dem Vertreter av =α2 0 00 αβ 0
0 0 β2
 . Für jede schlechte Stelle lässt sich ebenfalls ein Lift der lokalen Darstellung
σv deﬁnieren (siehe Erklärung in nächsten Abschnitt). Das Theorem von Gelbart und Jac-
quet [GJ76] sichert uns die Existenz einer eindeutig bestimmten automorphen Darstellung
pi der GL3, dem sogenannten Gelbart-Jacquet-Lift, für welchen die folgende Gleichung gilt:
L(σ, Sym2(ρ2), s) = L(pi, ρ3, s),
wobei ρn die n-dimensionale Standarddarstellung der GLn(C) ist für n = 2, 3.
Im Folgenden soll ein kurzer Einblick in den Liftungsprozess von Gelbart und Jacquet
gegeben werden. Als Erstes betrachten wir die lokale Situation. Für jede endliche Primstelle
v eines Zahlkörpers K sei W ′v die Weil-Deligne-Gruppe (siehe [Del73, 8.4] oder [Tat79, 4])
der Komplettierung Kv. Die automorphe Darstellung σ von GL2(AK) ist das eingeschränkte
1
2 EINLEITUNG
Tensorprodukt σ = ⊗σv, hierbei ist jede lokale Komponente σv zu einer zweidimensionalen
Darstellung ρv von W ′v assoziiert.
Nun seien f die kanonische Projektion und g der von der Adjunktionsoperation von
PGL2(C) auf dem dreidimensionalen Vektorraum M (0)2 (C) der 2×2-Matrizen, deren Spur












Wie das obige Diagramm veranschaulicht, ist die Komposition
hv ◦ ρv : W ′v −→ GL3(C)
zu einer irreduziblen zulässigen Darstellung piv der GL3(Kv) assoziiert. Im Fall, dass die
Darstellungen σv und piv unverzweigt sind, hat piv genau den gewünschten Satake-Parameter
av. Führen wir diesen Liftungsprozess für jede lokale Komponente σv durch, so erhalten wir
am Ende global die Darstellung pi = ⊗vpiv, welche gerade der Gelbart-Jacquet-Lift mit ge-
wünschten Eigenschaften ist: Diese ist selbstdual, hat den trivialen Zentralcharakter und die
dazugehörige L- bzw. ε-Funktion erfüllt die gewünschte Gleichung.
Unter allen Rankin-Selberg-L-Funktionen ﬁnden sich insbesondere auch diejenigen, die
zu elliptischen Kurven gehören. Es seien E1 und E2 elliptische Kurven über Q, insbesondere
also modular, und seien pi1, pi2 die assoziierten cuspidalen automorphen Darstellungen der
GL2. Der Gelbart-Jacquet-Lift liefert eine automorphe Darstellung pi = Sym
2(pi1) von GL3
als Partner der Langlands-Korrespondenz, genauer ist die L-Funktion zum symmetrischen
Quadrat Sym2E1 die L-Funktion der automorphen Darstellung pi, und man studiert die
speziellen Werte der Rankin-Selberg-L-Funktion L(pi, pi2, s). Im bisherigen Studium speziel-
ler Werte der Rankin-Selberg-L-Funktionen wurde stets vorausgesetzt, dass die beteiligten
automorphen Darstellungen cuspidal sind. Für getwistete Rankin-Selberg-L-Funktionen auf
GLn × GLn−1 zu cuspidalen Darstellungen wurden die speziellen Werte mithilfe von modu-
laren Symbolen bereits gründlich untersucht, siehe [Sch93] für den Fall n = 3 und [KMS00],
[Jan09] für n ∈ N beliebig.
Die Cuspidalität des Gelbart-Jacquet-Lifts pi von pi1 ist aber gleichwertig damit, dass
E1 keine komplexe Multiplikation (kurz: CM) hat, vgl. [Sch93]. Gegenstand der vorliegenden
Arbeit ist das Studium spezieller Werte der Rankin-Selberg-L-Funktion L(Sym2E ⊗E/Q, s)
zu einer CM-Kurve E. Mit anderen Worten, wir diskutieren in dieser Arbeit den Fall E1 = E2
mit CMmitOK , dem Ganzheitsring eines imaginär quadratischen ZahlkörpersK, was auf der
automorphen Seite einem nicht-cuspidalen Gelbart-Jacquet-Lift entspricht. Die Methode, die
hier in der Arbeit verwendet wird, ist eine Anlehnung an die Methode von de Shalit [dS87].
Ausgangspunkt ist eine Faktorisierung
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) = L(ψ3E/K , s) · L(ψ2E/Kψ¯E/K , s)2,
3welche es uns ermöglicht, die speziellen Werte auf bequemere Art und Weise, d. h. über
Hecke-L-Funktionen zu Größencharakteren, zu studieren.
Die Arbeit gliedert sich wie folgt:
Im ersten Kapitel werden die grundlegende Terminologie und Begriﬀe zusammenfassend
bereitgestellt, unter anderem wird deﬁniert, was unter dem Begriﬀ arithmetische Größen-
charaktere vom Unendlichtyp (k, j) zu verstehen ist. Wir untersuchen dann insbesondere
die Eigenschaften der Größencharaktere, die zu elliptischen Kurven mit CM assoziiert sind,
die relevant für unsere spätere Berechnung sind. Danach wird noch ein kurzer Überblick über
die Iwasawa-Algebra und die p-adischen Distributionen gegeben.
Im zweiten Kapitel widmen wir uns der Darstellung unserer Rankin-Selberg-L-Funktion
L(Sym2E⊗E/Q, s) als Produkt der Hecke-L-Funktionen, dabei werden die Eulerfaktoren von
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) an Stellen mit schlechter Reduktion detailliert untersucht. Wir haben:
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) = L(ψ3E/K , s) · L(ψ2E/Kψ¯E/K , s)2.
Damit bestimmen wir die komplexe Funktionalgleichung für L(Sym2E ⊗E/Q, s) und zeigen
in diesem Zusammenhang, dass die von Deligne vermutete motivische Funktionalgleichung
für unser spezielles Motiv Sym2E ⊗ E mit unserer Funktionalgleichung
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) =W · (−N)6−3s · L(Sym2E ⊗ E/Q, 4− s)
bis auf den ε-Faktor übereinstimmt, wobei N den Führer von E/Q bezeichne. Dann be-
rechnen wir die kritischen Werte von der L-Funktion L(Sym2E⊗E/Q, s) und erhalten unter




(∞)(Sym2E ⊗ E/Q, 2)
Ω5D
∈ K. (0.1)
mit einer gewissen komplexen Konstanten ΩD, wobei L(∞) das ﬁnite Teil der betreﬀenden
L-Funktion bezeichne.
Im Anschluss befassen wir uns im dritten Kapitel mit der p-adischen Interpolation, welche
die Standardmodiﬁkationen der kritischen L-Werte L(Sym2E⊗E/Q⊗χ, 2) interpoliert, wobei
χ ein nichttrivialer Charakter vonGal(Q(µp∞)/Q) endlicher Ordnung mit dem Führer pn(n ∈














·G(χ−1)3 · L(∞)(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, 2).
für ein geeignetes Maß dµ auf Gal(Q(µp∞)/Q), eine gewisse p-adische Konstante Ωp und eine


















her. Zum guten Schluss diskutieren wir noch eine weitere Möglichkeit, p-adische Interpolati-
on durchzuführen, nämlich über Theta-Reihen und vergleichen die verschiedenen Methoden.
Für die ganze Arbeit wählen wir einen festen algebraischen Abschluss Q von Q und be-
trachten alle Zahlkörper als Teilkörper von Q. Des Weiteren ﬁxieren wir eine Einbettung von
Q in C und eine Einbettung von C in Cp, der Komplettierung vom algebraischen Abschluss
von Qp.
Abschließend möchte ich diese Gelegenheit nutzen, um meinen tiefen Dank an eine Viel-
zahl von Menschen, die mich auf meinemWeg begleitet und unterstützt haben, zum Ausdruck
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sionen und Gespräche. Dem Privatdozenten Herrn Dr. Kühnlein, der mich in meiner Arbeit
bestärkt und ermutigt hat, schulde ich ebenfalls recht herzlichen Dank für die Übernahme
des Koreferats und seine ständige Hilfsbereitschaft.
Ein sehr großer Dank geht an die gesamte Arbeitsgruppe für die freundliche Arbeit-
satmosphäre und den regen, inspirierenden fachlichen Austausch sowie das Korrekturlesen.
Besonderen Dank schulde ich Dipl.-Inform. Tobias Columbus für seine äußerst geduldige und
professionelle Hilfe bei komplizierten LaTeX-Problemen.
Des Weiteren gebührt mein herzlicher Dank der Deutschen Telekom Stiftung, die mir drei
Jahre lang mit ﬁnanzieller und ideeller Förderung im Rahmen ihres Stipendiatenprogramms
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Kapitel 1
Einführung
In diesem Kapitel dienen als generelle Referenz [Sil86], [Sil94] und [Wei86].
Seien im Folgenden
F = ein Zahlkörper,
OF = Ganzheitsring von F ,
F a = Strahlklassenkörper von F modulo a, aCOF ,
IF = Idelgruppe von F ,
PF = Gruppe der gebrochenen Hauptideale von F ,
JF = Idealgruppe von F ,
Ja = Gruppe der zu a teilerfremden gebrochenen Ideale, aCOF ,
OP = Bewertungsring der Komplettierung FP für ein von Null verschiedenes
Primideal P von OF ,
U
(n)
P = n-te Einseinheitengruppe von FP,
[s, F ab/F ] = Normrestsymbol des Idels s ∈ IF .





1 +PnP , falls P -∞ und nP > 0,
O×P, falls P -∞ und nP = 0,
R×+ ⊂ F×P , falls P reell ist,
C× = F×P , falls P komplex ist.




P für ein ganzes Ideal h von OF , wobei nP = vP(h) für P -∞
ist.
In der ganzen Arbeit schreiben mir mit
L die vollständige L-Funktion,
L∞ den Gamma-Faktor der L-Funktion,
L(∞) die L-Funktion ohne Gamma-Faktor,
L(S) die L-Funktion ohne Eulerfaktoren an v ∈ S für eine endliche Menge S der Stellen.
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1.1 Größencharaktere von Zahlkörpern
Deﬁnition 1.1. (i) EinGrößencharakter des Zahlkörpers F ist ein stetiger Homomorphismus
χ : IF −→ C×
der trivial auf den Hauptidelen ist, d. h. es gilt χ(F×) = 1. Sei P ein Primideal von F . χ
heißt unverzweigt bei P, wenn1
χ(O×P) = 1 .












der Führer des Größencharakters χ .
Bemerkung. Die Untergruppen U (n)P , n ≥ 0, bilden eine Umgebungsbasis des Einselementes
in O×P. O×P ist kompakt und total unzusammenhängend, daher verschwindet χ auf einer
dieser Untergruppen (vgl. [Wei67, VII. 3, Le. 3.4]).
Feststellung 1.2. Aus der obigen Deﬁnition folgt:
(i) χ ist unverzweigt bei P⇐⇒ P - fχ .
(ii) Sei ein Ideal h 6= 0 von OF durch fχ teilbar. Dann gilt χ(x) = 1 für alle endlichen Idele
(d. h. xP = 1 für alle P|∞) in IhF .
Jeder Größencharakter χ mit Führer fχ induziert einen Charakter auf J fχ wie folgt: Für
jedes zu fχ teilerfremde Primideal P wählen wir ein Primelement piP von FP und deﬁnieren
einen Homomorphismus
υ : J fχ −→ IF , P 7−→ (. . . , 1, piP, 1, . . .) . (1.1)
Das Kompositum J fχ
υ−→ IF χ−→ C× ist ein wohldeﬁnierter Charakter auf J fχ , den wir
wieder mit χ bezeichnen. Die Wohldeﬁniertheit beruht auf der Tatsache, dass χ unverzweigt
bei P ist und daher χ ◦ υ(P) nicht von der Wahl von piP abhängt.
1.1.1 Arithmetische Größencharaktere
Wir betrachten nunmehr eine besondere Klasse der Größencharaktere, die 1947 von A. Weil
unter dem Namen Größencharaktere vom Typ A0 eingeführt wurde, die in der Literatur
arithmetische oder auch algebraische Größencharaktere genannt werden.
1O×P und U (n)P in (ii) werden kanonisch in IF eingebettet: aP 7−→ (. . . , 1, aP, 1, . . .).
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Zu einem Zahlkörper F seien
τi : F → R, i = 1, . . . , r,
alle reellen Einbettungen und
σj : F → C, j = 1, . . . , s,
ein Halbsystem der komplexen Einbettungen, und wir schreiben
Hom(F,C) := {τ1, . . . , τr, σ1, . . . , σs, σ¯1, . . . , σ¯s},
für die Menge aller Einbettungen F ↪→ C, wobei ¯ die komplexe Konjugation bezeichne.
Deﬁnition 1.3. Ein Größencharakter χ heißt vom Typ A0 bzw. arithmetisch, falls Zahlen








σ(α)aσ für alle α ∈ F×,
hierbei sei αf das Idel mit α an endlichen Stellen und Einsen an unendlichen Stellen.
Die arithmetischen Größencharaktere von F bilden eine multiplikative abelsche Gruppe.
Es sei erwähnt, dass der Wertebereich eines arithmetischen Größencharakters stets in einem
CM-Körper liegt.
Arithmetische Größencharaktere kann man nach ihren Unendlichtypen klassiﬁzieren:
Deﬁnition 1.4. Für einen arithmetischen Größencharakter χ von F heißt das Tupel (aσ)σ
der Unendlichtyp von χ.








σ(α)aσ für alle α ∈ F× mit2 α ≡ 1mod×fχ,
wobei fχ der Führer von χ ist.
Ein wichtiges Beispiel für arithmetische Größencharaktere ist der zu einer elliptischen
Kurve assoziierte Größencharakter: Ist E/F eine über einem Zahlkörper F deﬁnierte ellipti-
sche Kurve mit CM mit OK , dem Ganzheitsring eines imaginär quadratischen Zahlkörpers
K ⊂ F , dann kann man E einen Größencharakter ψE/F : IF → C× zuordnen. Näheres dazu
siehe die nächsten Abschnitte.
2α ≡ 1mod×fχ bedeutet, dass α Quotient b/c zweier ganzer, zu fχ teilerfremder Elmente mit b ≡ c mod fχ
ist.
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1.2 Der Größencharakter ψE/K zu E
1.2.1 Multiplikation mit s
Seien in diesem Abschnitt
K = ein imaginär quadratischer Zahlkörper,
OK = Ganzheitsring von K,
E/C= eine elliptische Kurve mit CM mit OK , d. h. End(E) ∼= OK ,




zuordnet. Zu jedem a ∈ JK und jedem s ∈ IK deﬁnieren wir Multiplikation mit s:
s : K/a −→ K/(s)a , x+ a 7−→ v + (s)a
mit einem v ∈ K derart, dass
v ≡ spx mod (s)pap für alle Primstellen p - ∞ .
Dank des chinesischen Restsatzes ist v modulo (s)a eindeutig bestimmt und somit ist Mul-














(tp) 7−→ (sptp) .
Lemma 1.5. Sei a ein gebrochenes und h 6= 0 ein ganzes Ideal von K.
(i) Ist s ein Idel in IhK, dann induziert Multiplikation mit s:
3 K/a −→ K/a die identische
Abbildung auf h−1a/a. Anders ausgedrückt, es gilt
st = t für alle t ∈ h−1a/a .
(ii) Ist s ∈ IK ein Idel mit den Eigenschaften
sp = 1 für alle Primstellen p | h und s−1p ∈ Op für alle anderen endlichen Primstellen p ,
dann induziert Multiplikation mit s eine Abbildung
h−1a/a −→ h−1(s)a/(s)a , η mod a 7−→ η mod (s)a .
3Wegen (s) = OK ist dies ein Endomorphismus von K/a.
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Beweis. (i) Aufgrund der Tatsache, dass hp = Op für alle p - h, gilt für die kanonische











Die Einschränkung der Multiplikation mit s auf h−1a ist nun festgelegt durch das kommu-
tative Diagramm
h−1a/a s−−−→ h−1a/ay y⊕




p | h h
−1
p ap/ap
(tp) 7−→ (sptp) .
Wegen vp(sp−1) ≥ vp(h) und tp ∈ h−1p ap gilt sptp ≡ tp mod ap . Wir können also (sptp) = (tp)
nehmen für jede p-Komponente mit p | h . Dies bedeutet nichts anderes, als dass s gerade die
Identität auf h−1a/a ist.
(ii) Es ist klar, dass h−1a/a in h−1(s)a/(s)a abgebildet wird und weil (s)−1 der Vorausset-
zung nach ein ganzes Ideal ist, liegt h−1a auch in h−1(s)a. Wie in (i) wird die Multiplikation






(tp) 7−→ (sptp) .
sp ist aber =1 bei allen p | h, dies zeigt (ii).
1.2.2 Hauptsatz der komplexen Multiplikation
Seien K und E/C wie oben.
Theorem 1.6 (Hauptsatz der CM). Seien σ ∈ Aut(C), a ein gebrochenes Ideal im K und
s ∈ IK ein Idel mit [s, Kab/K] = σ|Kab. Ist f ein analytischer Isomorphimus
f : C/a ∼−→ E(C) ,
so existiert ein durch f und σ eindeutig bestimmter analytischer Isomorphimus
f ′ : C/(s−1)a ∼−→ Eσ(C) ,
sodass das folgende Diagramm kommutiert:
K/a
s−1−−−→ K/(s−1)ayf yf ′
Etors
σ−−−→ Eσtors .
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Für einen expliziten Beweis des Theorems verweisen wir auf [Sil94, II. 8, Th. 8.2] und
[Shi71, 5. 3.].
Bemerkung. Der Hauptsatz der CM ermöglicht eine analytische Beschreibung der (algebrai-
schen) Operation von σ auf der Torsionsuntergruppe f(K/a) = Etors vermöge Multiplikation
mit s−1:
f(u)σ = f ′(s−1u) für alle u ∈ K/a und s ∈ IK .
Sei H der Hilbertklassenkörper4 von K und j(E) die j-Invariante von E.
Korollar 1.7. Es gilt:
(i) K(j(E)) = H.
(ii) j(E) ist ganz in H.
(iii) Es gibt eine zu E isomorphe Kurve E ′, welche über H deﬁniert ist.
Beweis. Siehe [Rub99, Kor. 5.12, Kor. 5.13], [Sil94, II. 4, Th. 4.1] und auch [Sil86, III. 1,
Prop. 1.4].
1.2.3 Der zu E/F assoziierte Größencharakter
Es sei E über dem Zahlkörper F deﬁniert.
Theorem 1.8. Es sei x ein Idel in IF und s = NF/K(x) dessen Norm in IK. Dann existiert
ein eindeutig bestimmtes α = αE/F (x) ∈ K× mit den Eigenschaften
(i) αOK = (s) ,
(ii) Für jedes gebrochene Ideal a von K und jeden analytischen Isomorphismus
f : C/a −→ E(C)




[x, F ab/F ]−−−−−−→ Etors .
Bemerkung. (1) Da K(j(E), Etors)/K(j(E)) eine abelsche Erweiterung ist (vgl. [Sil94, II. 2,
Th. 2.3]) und j(E) in F liegt, ist F (Etors) abelsch über F ,K/a landet also unter f tatsächlich
in E(F ab).
(2) Es ist K ⊂ K(j(E)) = H ⊂ F , wobei H den Hilbertklassenkörper von K bezeichnet.
Nach dem Hauptidealsatz ist NF/K(JF ) = NH/K(NF/H(JF )) ⊂ NH/K(JH) = PK . Daher gibt
es ein α ∈ K× mit αOK = (s) = (NF/K(x)), welches bis auf eine Einheitswurzel in K
eindeutig bestimmt ist.
(3) αs−1 ist ein Endomorphismus auf K/a, denn nach Deﬁnition von α ist
αs−1a = α(s−1)a = α(s)−1a = a.
4Für den total komplexen Zahlkörper K ist der kleine Hilbertklassenkörper gleich dem großen, der maxi-
malen unverzweigten abelschen Erweiterung von K.
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Der Beweis des Theorems 1.8 ﬁndet sich in [Sil94, II. 9]. Aus diesem Theorem gewinnen
wir einen wohldeﬁnierten Homomorphismus αE/F : IF −→ K× ⊂ C×, den wir für die
Konstruktion des folgenden Größencharakters benötigen.
Theorem 1.9. Der Homomorphismus
ψE/F : IF −→ C× , x 7−→ αE/F (x)(NF/K(x−1))∞
ist ein Größencharakter von F , ψE/F heißt der zu E/F assoziierte Größencharakter. Ist P
ein Primideal von F , dann gilt
ψE/F ist unverzweigt bei P⇐⇒ E hat gute Reduktion bei P .
Ist L eine endliche Erweiterung von F und wird E als eine über L deﬁnierte elliptische
Kurve angesehen, so ist der zu E/L assoziierte Größencharakter ψL gegeben durch ψL =
ψE/F ◦NL/F .
Beweis. Die Formel ψL = ψE/F ◦ NL/F ergibt sich aus der Konstruktion des assoziierten
Größencharakters und der wohlbekannten Eigenschaft der Normabbildung NL/K = NF/K ◦
NL/F . Den restlichen Beweis ﬁndet sich in [Sil94, II. 9] bzw. [Deu53].
Ist E insbesondere die zum Gitter L = Ωd gehörige elliptische Kurve mit Ω ∈ C× und
d ∈ JK , gegeben durch eine Weierstraßsche Gleichung
y2 = 4x3 − g2x− g3,
und ξ( · ,L) : C/L ∼−→ E(C) ⊂ P2(C) der analytischer Isomorphismus gegeben durch5:
z + L 7−→
{
(℘(z), ℘′(z), 1), falls z /∈ L,
(0, 1, 0), falls z ∈ L , (1.2)
vgl. [Sil86, VI. 3.], so haben wir die folgende Konsequenz aus dem obigen Theorem, wovon
wir später Gebrauch machen werden: Die Operation von [x, F ab/F ] für ein x ∈ IF auf Etors
wird durch das nachstehende Diagramm beschrieben
K/d
ψE/F (x)s∞s−1−−−−−−−−−→ K/dyξ(Ω·(−),L) yξ(Ω·(−),L)
Etors
[x, F ab/F ]−−−−−−→ Etors
(1.3)
mit s=NF/K(x) ∈ IK . Mit anderen Worten, es gilt
ξ(u,L)[x, F ab/F ] = ξ (ψE/F (x)s∞Ω · s−1(u/Ω), L) (1.4)
für alle u ∈ ΩK/d .
Wir fassen ψE/F nun als einen Charakter der Gruppe der zu fE := fψE/F teilerfremden
gebrochenen Ideale auf.
5℘(z) = ℘(z,L) bezeichne die Weierstraßsche ℘(z)-Funktion zum Gitter L.
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Satz 1.10. Der Größencharakter ψE/F besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) ψE/F (C)OK = NF/K(C) für alle zum Führer fE von ψE/F teilerfremden Ideale C von OF .
Insbesondere gilt für C = (c), c ∈ F×
ψE/F ((c)) = ε(c)NF/K(c)
mit einer von c abhängigen 12-ten Einheitswurzel ε(c) in K .
(ii) Sei h C OK nichttrivial und C C OF teilerfremd zu hfE. Dann operiert das Artinsymbol
σC bzgl. der Körpererweiterung F (Eh)/F auf Eh per Multiplikation mit ψE/F (C):
P σC = ψE/F (C)P für alle P ∈ Eh .
Beweis. (i) Das vermöge des Homomorphismus υ (siehe (1.1)) dem Ideal C zugeordnete Idel
ist ein endliches Idel. Nach Konstruktion von ψE/F ist somit der erste Teil der Aussage (i)
klar6.
(ii) Es genügt, (ii) für ein beliebiges Primideal P zu zeigen. Zuerst ist wegen der guten
Reduktion von E bei P und Teilerfremdheit von h und P die Erweiterung F (Eh)/F unver-
zweigt bei P. Daher ist das Artinsymbol σP bzgl. der Erweiterung F (Eh)/F wohldeﬁniert.
Sei x = υ(P) ∈ IF und s = NF/K(x) , es ist s∞ = 1. Wegen (P, h) = 1 ist oﬀenbar sp = 1
für alle p | h. Wir wenden dann Lemma 1.5 (ii) und die Formel (1.4) an, unter Beachtung der
Tatsache, dass σP = [x, F (Eh)/F ] und ψE/F (P) = ψE/F (x) .
1.2.4 Eigenschaften der Größencharaktere ψE/K
Wir wollen den Rest dieses Abschnittes genauen Untersuchungen des Größencharakters ψE/K
zu einer bereits über K deﬁnierten elliptischen Kurve E mit CM mit OK widmen.
Lemma 1.11. Sei fE der Führer von ψE/K. Dann ist ψE/K vom Typ (1, 0), d. h. es gilt:
ψE/K(αf ) = α für alle α ∈ K mit α ≡ 1 mod×fE.
Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.








1, falls p -∞,
α, sonst;
6Für die Einheitengruppe O×K kommen bekanntlich nur drei Fälle vor:
1) K = Q(
√−1), OK = Z[i], O×K = {±1, ±i },
2) K = Q(ζ), ζ = e2pii/3, OK = Z[ζ], O×K =
{±1, ±ζ, ±ζ2 },
3) O×K = {±1 } sonst.
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zp =
{
α, falls p | fE,
1, sonst.
Mit Blick auf Feststellung 1.2 (ii) haben wir dann
ψE/K(x) = ψE/K(αf ), ψE/K(z) = 1 und ψE/K(xyz) = ψE/K(α) = 1 ,
wobei in der letzten Gleichung α die kanonische diagonale Einbettung von α in IK bedeuten
soll. Diese Gleichung gilt, weil der Größencharakter ψE/K deﬁnitionsgemäß trivial auf den
Hauptidelen operiert. Daraus folgt:
ψE/K(y) = ψE/K(αf )
−1.
Zum Beweis der Aussage (i) genügt es hiervon ψE/K(y) = α−1 nachzuweisen.
2. Schritt. Jeder Teilungspunkte ξ(u) ∈ Etors ⊂ E(Kab) wird von dem Artinsymbol [y,Kab/K]






= ξ(ψE/K(y)α · u) (1.5)
für alle ξ(u) ∈ Etors, denn da alle nichtarchimedischen Komponenten von y trivial sind, so
folgt aus Lemma 1.5
y−1u = u.
Die Relation (1.5) besteht aber für alle ξ(u) ∈ Etors, daher erzwingt dies ψE/K(y)α = 1.
Zum Schluss dieses Abschnittes zeigen wir noch ein Lemma, welches die Galoisoperation
auf gewissen Teilungspunkten auf E mittels des Größencharakters ψE/K beschreibt.
Proposition 1. Seien a ein gebrochenes und b ein von Null verschiedenes ganzes Ideal von
K. Ist s ∈ IbK ein Idel mit
sp = 1 für alle Primideale p |b,
so induziert die Multiplikation mit s : K/a −→ K/a die identische Abbildung auf b−1a/a.
Mit anderen Worten, es gilt:
st = t für alle t ∈ b−1a/a.
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 1.5.
Lemma 1.12. Es sei b ein nichttriviales Ideal von OK.
(i) Für jedes endliche Idel s ∈ IbK mit sp = 1 für alle Primideale p |b operiert der Galoisau-
tomorphismus [s, Kab/K] per Multiplikation mit ψE/K(s) auf E[b], d. h. es gilt
P [s,K
ab/K] = ψE/K(s)P für alle P ∈ E[b] .
(ii) Dieselbe Aussage gilt auch für jedes zu fE und b teilerfremde Ideal h von OK, dessen
Primidealteiler in K(E[b])/K unverzweigt sind. D. h., es gilt7 :
P σh = ψE/K(h)P für alle P ∈ E[b].
7Das Normrestsymbol σh ist bzgl. der Erweiterung K(E[b])/K.
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Beweis. (i) Die Funktion ξ(Ω · (−)) := ξ(Ω · (−),L) : C/d −→ E(C) ist ein komplexer
analytischer Isomorphismus. Unter Beachtung von s∞ = 1 und Etors ⊂ E(Kab) erhalten wir








Für jeden b-Teilungspunkt η von L = Ωd ist η/Ω ∈ b−1d. Zusammen mit Proposition 1
ergibt das obige Diagramm
ξ(η)[s,K
ab/K] = ξ(Ω · η/Ω)[s,Kab/K] = ξ(Ω · ψE/K(s) · s−1(η/Ω))
1.12
= ξ(Ω · ψE/K(s) · (η/Ω))
= ξ(ψE/K(s)η)
= ψE/K(s)ξ(η).
Somit ist die erste Aussage bewiesen.
(ii) Das ist die idealtheoretische Fassung von der Aussage (i).
Aus der Surjektivität des idealtheoretischen Artinsymbols schließen wir, dass zu je-
dem σ ∈ Gal(K(E[pn])/K), n ∈ N, ein endliches Idel x ∈ IK gibt mit xp = 1 und
[x, K(E[pn])/K] = σ. Übergang zum induktiven Limes liefert:
Folgerung 1.13. Ist p ein von Null verschiedenes Primideal von OK, dann gibt es zu jedem
σ ∈ Gal(K(E[p∞])/K) ein endliches Idel x ∈ IK mit xp = 1 und folgender Eigenschaft:
P σ = ψE/K(x)P für alle P ∈ E[p∞].
Folgerung 1.14. Für jedes von Null verschiedene, durch fE teilbare Ideal b von OK ist
K(E[b]) = Kb.
Beweis. Der klassischen Theorie der CM [Shi71], [Zha08, Satz 1.13] entnimmt man zunächst
Kb ⊂ K(j(E), E[b]) = K(E[b]) ,
weil E über K deﬁniert ist und folglich j(E) ∈ K. Sei nun τ ein b-Teilungspunkt von E .
Laut Lemma 1.12 (i) operiert jedes endliche Idel x ∈ IbK per Multiplikation mit ψE/K(x)
auf E[b]; gleichzeitig überzeugen wir uns leicht, dass x∞ = 1 und x ∈ IbK ⊂ I fEK , da fE|b ,
ψE/K(x) = 1 impliziert (siehe Feststellung 1.2 (ii)). Wir erhalten also insgesamt
ξ(τ)[x,K
ab/K] = ψE/K(x)ξ(τ) = ξ(τ) .
Da σx gerade die Untergruppe G(Kab/Kb) von G(Kab/K) bilden, zeigt dies die umgekehrte
Inklusion K(E[b]) ⊂ Kb .
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1.3 l-adische Galoisdarstellungen
In diesem Abschnitt sei K ein algebraischer Zahlkörper8 und K ein separabler algebrai-
scher Abschluss. Die dazu gehörige Galoisgruppe G := Gal(K/K) sei versehen mit der
Krull-Topologie. Weiter sei l eine rationale Primzahl und V ein endlichdimensionaler Ql-
Vektorraum.
Deﬁnition 1.15. Eine l-adische Darstellung der Galoisgruppe G ist ein stetiger Homomor-
phismus ρ : G→ Aut(V ).
Zu einer beliebigen endlichen Primstelle v von K ﬁxieren wir eine über v liegende Prim-
stelle w von K. Wir bezeichnen den zugehörigen Restklassenkörper mit Fw, die Zerlegungs-
gruppe mitDw und die Trägheitsgruppe mit Iw. Ein (arithmetisches) Frobeniuselement Frobw
für v in Gal(K/K) ist ein (beliebiges) Urbild des Frobeniusautomorphismus ϕw : x 7→ xqv
unter der Surjektion Dw  Gal(Fw/Fv) mit qv =| Fv |. Eine l-adische Darstellung ρ heißt
unverzweigt bei v, wenn die Trägheitsgruppe Iw mit w|v in Kern(ρ) liegt.
1.3.1 Strikt kompatible Systeme l-adischer Darstellungen
Deﬁnition 1.16. Ein kompatibles System l-adischer Darstellungen von G ist eine Familie
(ρl)l∈P stetiger Darstellungen ρl von G auf endlichdimensionalen Ql-Vektorräumen Vl, sodass
es eine endliche Menge S der endlichen Primstellen von K gibt mit folgenden Eigenschaften:
(a) ρl ist unverzweigt an allen endlichen Stellen v /∈ S, deren Restklassenkörpercharakte-
ristik von l verschieden ist.
(b) (Kompatibilitätsbedingung) Für l, v mit v - l besitzt das charakteristische Polynom
Pv,l(T ) vom Bild ρl(Frobw) des Frobenius auf V
Iv
l die folgenden Eigenschaften:
(b1) Pv,l(T ) ∈ Q[T ].
(b2) Pv(T ) := Pv,l(T ) hängt nur von der Primstelle v ab. Dies impliziert insbesondere
die Unabhängigkeit der Dimension von Vl von der Primzahl l (zur Unabhängigkeit
an den Stellen mit schlechter Reduktion siehe [ST68, Thm. 3, Thm. 6]).
(c) Alle Eigenwerte von ρl(Frobw) haben für jede komplexe Einbettung den Absolutbetrag
q
k/2
v für ein festes k ∈ Z. Wir sagen, das System (ρl)l ∈ P ist dann rein vom Gewicht
k.
Beispiel 1.17. Ein wichtiges Beispiel l-adischer Galoisdarstellungen sind diejenigen, die zu
abelschen Varietäten assoziiert sind.
Sei A eine abelsche Varietät der Dimension g über K. Die absolute Galoisgruppe G operiert
auf
A[ln] := {P ∈ A(K) | [ln]P = O} ∼= (Z/lnZ)2g,
8Allgemeiner können wir einen beliebigen globalen Körper nehmen.
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Vl(A) := Tl(A)⊗Zl Ql ∼= Q2gl ,
und deﬁnieren die (erste) l-adische étale Kohomologie
H1ét(A,Ql) := HomQl (Vl(A),Ql) .
Damit ist H1ét(A,Ql) := H1l (A) ein 2g-dimensionaler Ql-Vektorraum, auf welchem G stetig
operiert:





Das System (ρl)l dieser Galoisdarstellungen ist strikt kompatibel im Sinne von Serre
[Ser68], [ST68].
Beispiel 1.18. Sei X eine glatte eigentliche algebraische Varietät über K. Nach Deligne
[Del74], [Del80] ist die l-adische Kohomologie Hwét(X ×K K,Ql) ist ein strikt kompatibles
System vom Gewicht w, wobei S die Menge der Primstellen mit schlechter Reduktion für X
bezeichne.
Beispiel 1.19. Der zyklotomische Charakter
Zu einer Primzahl l betrachten wir den Tate-Modul der multiplikativen Gruppe Gm
Tl(µ) := lim←−µln und Vl(µ) := Tl(µ)⊗Zl Ql,
versehen mit der natürlichen G-Struktur. Es gelten oﬀenbar Tl(µ) ∼= Zl und Vl(µ) ∼= Ql. Die
G-Struktur induziert eine eindimensionale stetige Galoisdarstellung:
χl : Gal(Q/Q) −→ Aut(Tl(µ)) ∼= Z×l ,
die wir den l-adischen zyklotomischen Charakter nennen. Für ein festes σ ∈ Gal(Q/Q) und
ein festes n ∈ N sei ζn eine primitive pn-te Einheitswurzel und ζaσ,nn sein Bild unter σ,
aσ,n ∈ (Z/pnZ)×. Dann ist χl(σ) = lim←− aσ,n, falls (ζn)n ∈ Tl(µ).
Die zyklotomischen Charaktere {χl} bilden ein strikt kompatibles System l-adischer Dar-
stellungen von G, vgl. Serre [Ser68].
Der zyklotomische Charakter χl ist surjektiv, und er ist der einzige Charakter Gal(Q/Q)→
Z×l , der außerhalb von l und ∞ unverzweigt ist mit der Eigenschaft
χl(Frobp) = p für alle p 6= l.
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1.3.2 Tate-Twist einer Galoisdarstellung
Wir schreiben
Zl(1) := Tl(µ), Ql(1) := Vl(µ) = Zl(1)⊗Zl Ql,
und weiter für beliebiges n ∈ N0
Ql(n) := Ql(1)⊗n, Ql(−n) := HomQl(Ql(n),Ql).
Deﬁnition 1.20. Es sei V eine l-adische Darstellung der Galoisgruppe G. Das Tensorpro-
dukt
V (n) := V ⊗Ql Ql(n)
heißt der (n-te) Tate-Twist von V .
Wie man leicht erkennt, ist V (n) = V ⊗Ql χnl .
1.3.3 L-Funktionen zu strikt kompatiblen Systemen l-adischer Ga-
loisdarstellungen
Zu einem strikt kompatiblen System ρ = (ρl)l l-adischer Galoisdarstellungen von G =
Gal(K/K) können wir nun eine L-Funktion wie folgt zuordnen:
Zu jeder endlichen Primstelle v von K und einer beliebigen über v liegenden Primstelle
w von K seien Zw und Iw jeweils die Zerlegungsgruppe und die Trägheitsgruppe von w in
G. Weiter seien Frobw ein Frobenius zu w und qv die Restklassenkörperkardinalität zu v. Da
die Konjugationsklasse von ρl(Frobw) in Aut(Vl) nur von v abhängt, bezeichnen wir diese
mit Frobv.
Der lokale Eulerfaktor Lv(ρ, T ) bei v ist deﬁniert als das Inverse zu
Dv(T ) := det
(
1− ρl(Frob−1v )T | V Ivl
)
für v - l.
Wegen der strikten Kompatibilität von (ρl)l hängt das Polynom Dv(T ) nicht von der Wahl
von l ab, außerdem gilt Dv(T ) ∈ Q[T ] (vgl. [Ser77, Kap. 1]). Die globale L-Funktion ist







Bemerkung. Sei χ ein beliebiger Charakter von Gal(Q/Q). Da wir eine feste Einbettung
Q ↪→ C und einen festen Isomorphismus Ql ∼= C ﬁxiert haben, ist ρ ⊗ χ = (ρl ⊗ χ)l wieder
ein strikt kompatibles System l-adischer Darstellungen und das entsprechende Eulerprodukt
lässt sich ebenfalls wie oben deﬁnieren.
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1.3.4 Deﬁnition der komplexen L-Funktion zu Sym2E ⊗ E/Q
Für diesen Abschnitt sei E/Q eine elliptische Kurve mit CM mit OK , K sei ein imaginär
quadratischer Zahlkörper. Des Weiteren legen wir für die ganze Arbeit die folgende Normie-
rung fest:
Wir setzen für eine beliebige Primzahl l
Tl(E) := lim←−E[l
n], Vl(E) := Tl(E)⊗Zl Ql.
Die Involution
τ : Vl(E)
⊗2 −→ Vl(E)⊗2, x⊗ y 7−→ y ⊗ x
induziert eine Zerlegung von Vl(E)⊗2 in die direkte Summe der ±1-Eigenräume von τ :
Vl(E)
⊗2 = Sym2(Vl(E))⊕ Alt2(Vl(E)).
Der 3-dimensionale 1-Eigenraum Sym2(Vl(E)) heißt das symmetrische Quadrat von Vl(E).
Sei nun F ein beliebiger Zahlkörper und p ein von Null verschiedenes Primideal von OF
und p¯ ein über p gelegenes Primideal von OF . Die absolute Galoisgruppe Gal(F/F ) operiert
auf Vl(E). Es bezeichnen Zp und Ip die Zerlegungsgruppe bzw. die Trägheitsgruppe von p¯ | p
in F/F .
Der modulo Ip eindeutig bestimmte Automorphismus in Zp, den wir als Frobp schreiben,
mit der Eigenschaft
Frobp(a) ≡ aq mod p¯ für alle a ∈ OF , q = Np
heißt arithmetischer Frobenius und sein Inverses Frob−1p heißt geometrischer Frobenius.
Der Einfachheit halber schreiben wir Sym2E ⊗E statt (Sym2E)⊗E. Der p-Eulerfaktor
des strikt kompatiblen l-adischen Systems (ρl)l = Sym
2E ⊗ E/F ist deﬁniert als das Inverse
zu
Dp(T ) = det
(
1− ρl(Frob−1p )T |
(
Sym2(Vl(E))⊗ Vl(E)
)Ip) ∈ Q[T ].
Die primitive L-Funktion L(∞)(Sym2E ⊗ E/F , s) zum strikt kompatiblen System (ρl)l ist
dann gegeben durch das Eulerprodukt




wobei N die Absolutnorm der Ideale bedeuten soll.
Es sei bemerkt, dass man für die duale Normierung H1l (E) = HomQl(Vl(E),Ql) statt
Vl(E) und den arithmetischen Frobenius statt des geometrischen Frobenius nimmt.
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1.4 Motive
Wir wollen uns jetzt dem auf Alexander Grothendieck zurückgehenden Begriﬀ Motiv zuwen-
den. Diesen Begriﬀ hat er zum ersten Mal im Jahre 1964 in seinem Brief [Gro01] an Serre
eingeführt.
1.4.1 Motive über Q
In der algebraischen Geometrie ist der Urtyp eines Motives wie folgt beschrieben: Es sei X
eine über Q deﬁnierte glatte projektive Varietät undm sei eine feste nicht-negative ganzratio-
nale Zahl. Wir schreibenX(C) für die Menge aller komplexen Punkte aufX. Die algebraische
Geometrie und die Topologie liefern drei verschiedene Typen von Kohomologiegruppen für
unser X
 die Betti-Kohomologiemit rationalen Koeﬃzienten von der komplexen Mannigfaltigkeit
X(C),
 die algebraische de-Rham-Kohomologie von der algebraischen Varietät X/Q versehen
mit einer Hodge-Filtrierung,
und nicht zuletzt für jede Primzahl l






Ein Motiv M über Q (zur abelschen Varietät X) ist eine Abstraktion von obigem System
{HmB (X(C)), HmDR(X), Hml (X)} mit festen Vergleichsisomorphismen:
HmB (X)⊗Q Ql ∼= Hml (X)
HmB (X)⊗Q C ∼= HmDR(X)⊗Q C.
Das zu M duale Motiv M∨ ist deﬁniert als das Motiv zu den dualen Realisierungen von M .
Beispiel 1.21. Das Tate-Motiv Q(1). Dies ist ein Motiv von Hodge-Gewicht (1, 1) und
Dimension 1 mit den Realisierungen
HB(Q(1)) = 2piiQ, HDR(Q(1)) = Q, Hl(Q(1)) = Vl(µ),
mit den kanonischen Vergleichsisomorphismen
HB(Q(1))⊗Q Ql ∼= Hl(Q(1)),
HB(Q(1))⊗Q C ∼= HDR(Q(1))⊗Q C,
dabei operiert die absolute Galoisgruppe GQ auf Vl(µ) durch den zyklotomischen Charakter.
Das duale Motiv zum Tate-Motiv Q(1) ist H2(P1).
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IstX eine glatte projektive Varietät überQ, und schreiben wirXan als die zuX assoziierte
komplexe analytische Mannigfaltigkeit und Hm(X)(n) := Hm(X)⊗Q(1)n, so hat der Tate-
Twist M ⊗Q(n) :=M ⊗Q(1)⊗n des Motivs zu X die Realisierungen
HmB (X)(n) = H
m




Hml (X)(n) = H
m
l (X)⊗Ql (Hl(Q(1)))⊗n = lim←− H
m(X ×Q Q, µ⊗nlk )
mit den Vergleichsisomorphismen
HmB (X)(n)⊗Q Ql ∼= Hml (X)(n),
HmB (X)(n)⊗Q C ∼= HmDR(X)(n)⊗Q C.
1.4.2 Die motivischen L-Funktionen
Ähnlich wie bei abelschen Varietäten können wir auch die zu den Motiven assoziierten L-
Funktionen über ihre l-adischen Realisierungen deﬁnieren.
Es sei M ein Motiv über Q mit den l-adischen Realisierungen Ml = Hl(M), welche
annahmeweise ein strikt kompatibles System l-adischer Darstellungen im Sinne von Serre
sind (vgl. [Del74], [Del80]). Für jede nicht-archimedische Stelle v von Q haben wir eine
wohldeﬁnierte Operation des Frobeniusautomorphismus Frobv auf dem Fixraum M
Iv
l unter
der Trägheitsgruppe Iv. Der lokale L-Faktor an der Stelle v mit v 6= l ist dann gegeben durch
Lv(M, s) = det(1− Frob−1v (N v)−s |M Ivl )−1. (1.7)
Unter der Hypothese, dass (1.7) unabhängig von der Wahl von l ist, können wir die motivische





wobei v alle nicht-archimedischen Stellen von Q durchläuft.
Um den Gamma-Faktor zu deﬁnieren, benutzen wir die Betti-Realisierung HB(M). Ge-
nauer gesagt, der Gamma-Faktor Γ(M, s) hängt von der Isomorphieklasse des komplexen
Vektorraums HB(M) ⊗Q C ab, welcher mit der Hodge-Zerlegung und einer Involution F∞
versehen ist, vgl. [Ser70, 3], [Del79] und [DOM89].
Für die vollständige motivische L-Funktion L(M, s) := L(∞)(M, s) · Γ(M, s) wurden die
folgenden vermuteten Eigenschaften formuliert:
(1) L(∞)(M, s) konvergiert im Bereich Re(s) > 1 + k
2
, wobei k das Gewicht des Motivs M
ist. Somit ist L(M, s) wohldeﬁniert und holomorph in diesem Bereich.
(2) L(∞)(M, s) lässt sich auf ganz C meromorph fortsetzen. Der einzige mögliche Pol ist
bei s = 1+ k
2
, wo L(∞)(M, s) niemals verschwindet, selbst wenn sie dort holomorph ist.
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(3) Die vollständige L-Funktion L(M, s) erfüllt eine Funktionalgleichung (vgl. [Del79, 1
(1.2.3)] ):
L(M, s) = ε(M, s) · L(M∨, 1− s), (1.8)
wobei M∨ das duale Motiv zu M und ε(M, s) die ε-Funktion zu M bezeichne.
1.5 p-adische Distributionen und Maße
In diesem Abschnitt dienen als generelle Referenz Washington [Wei86] und Yager [Yag82].
Für die allgemeine Darstellung der Theorie sei K eine endliche Erweiterung von Qp mit
dem Ganzheitsring O und es sei G eine beliebige kompakte, total unzusammenhängende to-
pologische Gruppe, z. B. eine proendliche Gruppe. Es gibt folgende äquivalente Deﬁnitionen
der p-adischen Distributionen auf G. Dabei benutzen wir die Notation
M := {lokal konstante Funktionen f : G −→ K}.
Oﬀenbar istM ein Qp-Vektorraum.






S := {kompakt-oﬀene Teilmengen von G}
und haben die folgende äquivalente:
Deﬁnition 1.23. Eine p-adische Distribution µ auf G ist eine endlich additive Abbildung:
S −→ K,
d. h. für endlich viele paarweise disjunkte kompakt-oﬀene Teilmengen von G gilt µ(∪Ui) =∑
µ(Ui).
Die p-adischen Distributionen µ nach der ersten Deﬁnition entsprechen eineindeutig den




χUdµ für alle kompakt-oﬀenen Teilmengen U ⊂ G,
wobei χU die charakteristische Funktion von U bedeuten soll, deﬁniert eine 1-1-Korrespondenz
{Qp-lineare Funktionale aufM} 1:1←→ {endlich additive Funktionen auf S}.
Deﬁnition 1.24. Eine p-adische Distribution µ auf G heißt ein Maß, wenn eine Konstante
B ∈ R existiert, derart dass | µ(U) |≤ B für alle kompakt-oﬀenen Teilmengen U von G.
Hierbei bezeichne | · | die Betragsbewertung auf K.
Hieraus schließt man insbesondere, dass wenn sich der Wertebereich von µ in O beﬁndet,
µ bereits ein p-adisches Maß ist.
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1.5.1 Die Iwasawa-Algebra
Die Iwasawa-Algebra einer proendlichen Gruppe G ist deﬁniert als die kompakte topologische
O-Algebra
Λ[G] := O[[G]] := lim←−O[G/H],
wobei H die Menge aller oﬀenen Normalteiler von G durchläuft.
Uns interessiert vor allem die Iwasawa-Algebra derjenigen Gruppen, die mit einer soge-
nannten linearen p-adischen Struktur ausgestattet sind.
Deﬁnition 1.25. Eine lineare p-adische Struktur auf einer kompakten Gruppe G ist eine
direkte Produktzerlegung
G = H × C
in eine endliche Gruppe H und eine Gruppe C, die zu Zdp topologisch isomorph ist für ein
d ∈ N.
1.5.2 p-adische Maße und Potenzreihen
Es seien G eine endliche abelsche Gruppe und Ĝ ihre Charaktergruppe. Des Weiteren sei R
ein kommutativer Ring, welcher die Werte θ(G) für alle Charaktere θ von G enthalte, und







die die folgenden Eigenschaften besitzt:
(a) ε2θ = εθ,




(d) εθσ = χ(σ)εθ.




Mθ mit Mθ := εθM (1.9)
darstellen. Insbesondere ist Mθ der Eigenraum von jedem σ ∈ G zum Eigenwert θ(σ), was
leicht an der Eigenschaft (d) zu erkennen ist.
Nunmehr legen wir eine Gruppe G mit p-adischer linearer Struktur zugrunde und schrei-
ben G =∆× Γ, wobei |∆ |<∞ und Γ ∼= Zdp für ein d ∈ N.
Deﬁnition 1.26. Ein Charakter φ von G heißt von erster Art bzw. von zweiter Art , wenn
φ|Γ = 1 bzw. φ|∆ = 1.
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Legen wir einen p-adischen Zahlkörper mit dem Ganzheitsring O fest, so gibt es bekannt-
lich eine 1-1-Korrespondenz
{O-wertige Maße auf G} 1:1←→ O[∆][[T ]],
hierbei bezeichne T das Tupel (T1, . . . , Td).
Um weitere Korrespondenzen herstellen zu können, machen wir nun folgende Hypothese:
(a) (|∆ |, p) = 1,
(b) θ(∆) ⊂ O für alle θ ∈ ∆̂.


















gθ(T ) · εθ 7−→ (. . . , gθ(T ), . . .), (1.11)
wobei die erstere sich wegen der Zerlegung (1.9) und der InklusionO[∆]·εθ ⊂ O·εθ ersichtlich
ist. Sonach haben wir also eine 1-1-Korrespondenz zwischen Maßen und Tupeln der formalen
Potenzreihen:




Ist insbesondere G ∼= Z2p, so gibt uns die folgende Proposition nähere Auskunft über diese
1-1-Korrespondenz zwischen p-adischen Maßen und formalen Potenzreihen:
Proposition 2. Es sei G(T1, T2) ∈ O[[T1, T2]] eine formale Potenzreihe. Dann gibt es ein




s2dµG(s1, s2) = G(T1, T2)
gilt. Umgekehrt lässt sich die korrespondierende formale Potenzreihe zu einem gegebenen
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Wir kehren zur allgemeinen Situation zurück, d. h. ohne Einschränkung sei G = ∆ ×
(1 + pZp)d, |∆ |<∞ und d ∈ N. Jedes x ∈ G hat die Zerlegung x = (x0, . . . , xd) mit x0 ∈∆
und xi ∈ 1+ pZp für 1 ≤ i ≤ d. Legen wir d topologische Erzeuger ui, 1 ≤ i ≤ d, von 1+ pZp
fest, so haben wir die nachstehende
Proposition 3. Es seien µ ein O-wertiges Maß auf G und (. . . , gθ(T ), . . .) ∈
⊕
θ∈ b∆O[[T ]]
die dazu korrespondierende formale Potenzreihe. Dann gilt für jedes θ ∈ ∆̂, jeden Charakter










dµ(x0, . . . , xd) = gθ (φ1(u1)u
s1
1 − 1, . . . , φd(ud)usdd − 1) .
Kapitel 2
Rankin-Selberg-L-Funktionen
2.1 Notationen und Voraussetzungen
In der ganzen Arbeit, wenn es nicht anders bemerkt ist, sei K ein imaginär quadratischer
Zahlkörper der Klassenzahl 1 mit der Diskriminante −dK und dem Ganzheitsring OK .
E sei eine elliptische Kurve über Q mit CM mit OK , ψE/K bezeichne den assoziierten
Größencharakter zu E/K [Sil86] und fE dessen Führer.
Wir legen ein Weierstraß-Modell für E fest:
E/Q : y2 = 4x3 − g2x− g3,
sodass g2, g3 ∈ Z, und sei L das Periodengitter zu diesem Weierstraß-Modell. Wir ﬁxieren
ein Element ΩD ∈ L, derart dass L = ΩDOK gilt.
Ferner nehmen wir eine Primzahl p, an welche wir folgende Hypothese stellen:
(a) (p, 6dKfE) = 1,
(b) p sei zerlegt in K/Q mit pOK = pp¯.
(c) g2 und g3 seien ganz bei p und die Diskriminante von E sei nicht durch p teilbar.
Weiter seien
CK = IK/K×, Idelklassengruppe von K,
CmK = Kongruenzuntergruppe mod m, mCOK ,
Km = Strahlklassenkörper mod m, mCOK ,
ω = Teichmüller-Charakter: Z×p → µp−1, der jedem x ∈ Z×p ein
ω(x) ∈ µp−1 zuordnet, welches durch die Kongruenzbedingung ω(x) ≡ x mod p
eindeutig bestimmt ist.
Nicht zuletzt bezeichne Kp die Komplettierung von K bei p und wir identiﬁzieren Kp mit
Qp. Mit ψaE/Kψ¯bE/K für beliebige ganzrationale Zahlen a, b meinen wir stets den primitiven






E/K immer den Führer
fE von ψE/K teilt.
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2.2 Darstellung als Produkt der Hecke-L-Funktionen
Nach Wiles (siehe [Wil95] und [BCDT01]) ist E eine modulare elliptische Kurve zu einer
cuspidalen GL2-Darstellung σ′. Für das Motiv Sym2(E) liefert nun der Gelbart-Jacquet-Lift
eine automorphe Darstellung pi′ = Sym2(σ′) als Partner der (generell vermuteten) Langlands-
Korrespondenz. Falls der Gelbart-Jacquet-Lift pi′ nicht cuspidal ist, versagt die bisher ange-
wandte Methode zur Untersuchung kritischer Werte der Rankin-Selberg-Faltungen L(pi′, σ′, s).
Für den Fall, dass σ und σ′ automorphe Darstellungen von GL2 sind, die zu zwei el-
liptischen Kurven E und E ′ mit komplexer Multiplikation gehören, ist die Rankin-Selberg-
Faltung L(pi′, σ, s) gerade das Produkt der L-Funktionen der Größencharaktere.
In dieser Arbeit betrachten wir den Fall E = E ′. Zur Herleitung dieser Produktdarstel-
lung aus darstellungstheretischer Sicht legen wir für den weiteren Verlauf dieser Arbeit die
Konventionen wie in der Notation ganz am Anfang dieser Arbeit zugrunde.
Wir wenden uns jetzt der Aufgabe zu, die Produktdarstellung der Rankin-Selberg-L-
Funktionen zu nicht-cuspidalen Gelbart-Jacquet-Lifts herzuleiten.
2.2.1 Der zerlegte Fall q = qq¯
Zunächst studieren wir die q-adische Realisierung von Sym2E ⊗E/Q, wobei die Primstelle q
in K/Q zerlegt ist und bei der die elliptische Kurve E/Q gute Reduktion hat.
Es gilt E[qn] ∼= OK/qn ∼= Z/qnZ und der Übergang zum projektiven Limes ergibt Vq(E) ∼=
Qq. Analog haben wir Vq¯(E) ∼= Qq.
Mit ρq und ρ¯q bezeichnen wir die Galoisdarstellung
ρq : Gal(Q/K) −→ Aut(Vq(E)) ∼= Q×q ,
ρ¯q : Gal(Q/K) −→ Aut(Vq¯(E)) ∼= Q×q ,
und schreiben GK := Gal(Q/K) sowie GQ := Gal(Q/Q). Aus der Darstellungstheorie kennen
wir die folgende Deﬁnition:




ρq = Q[GQ]⊗Q[GK ] Vq(E) ∼= Q[Gal(K/Q)]⊗Q Vq(E).
Wir betrachten die Operation von GQ ∼= GK o Gal(K/Q) auf dem 2-dimensionalen
Darstellungsraum W1 := Q[Gal(K/Q)] ⊗Q Vq(E) = Q[{id, τ}] ⊗Q Vq(E), dabei bezeichne
τ ∈ Gal(K/Q) die komplexe Konjugation.
Es sei v ein von Null verschiedener Vektor im eindimensionalen Qq-Vektorraum Vq(E).
So bildet B1 := {id⊗v, τ ⊗ v} eine Qq-Basis von W1. Die Operation von GQ auf W1 wird
oﬀenbar vollständig beschrieben durch die folgenden Relationen
τ • (id⊗v) = τ ⊗ v,
τ • (τ ⊗ v) = id⊗v, (2.1)
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und für ein beliebiges g ∈ GK haben wir
g • (id⊗v) = id⊗g • v,
g • (τ ⊗ v) = τ ⊗ τ−1gτ • v, (2.2)
hierbei bezeichne g• die Operation von g auf Vp(E) bzw. W1, genauso ist es mit τ•.
Die Operation (2.2) lässt sich wie folgt nachvollziehen:
g • (τ ⊗ v) = (gτ) • (id⊗v)
= (ττ−1gτ) • (id⊗v)
= τ(τ−1gτ) • (id⊗v)
= τ • (id⊗τ−1gτ • v)
(2.1)
= τ ⊗ τ−1gτ • v. (2.3)
Für die komplex konjugierte Darstellung ρ¯q wird die Operation von GQ auf W2 :=
C[Gal(K/Q)]⊗C Vq¯(E) in analoger Weise erklärt.
Wir wählen die Basis B2 := {id⊗τv, τ ⊗ τv} von W2, somit haben wir für die komplexe
Konjugation τ ∈ Gal(K/Q):
τ • (id⊗τv) = τ ⊗ τv
τ • (τ ⊗ τv) = id⊗τv
und für ein beliebiges g ∈ GK gilt:
g • (id⊗τv) = id⊗τ(τ−1gτ) • v
g • (τ ⊗ τv) = τ ⊗ τ(g • v).
Identiﬁzieren wir die Elemente in Q[Gal(K/Q)] ⊗Q Vq(E) und Q[Gal(K/Q)] ⊗Q Vq¯(E) via
der Vorschrift
τ˜(τ ⊗ v) := id⊗τv und τ˜(id⊗v) := τ ⊗ τv,








id⊗τv  g• // id⊗g • τv.
Die Darstellungen ρq und ρ¯q faktorisieren über Gal(Kab/K). Ist x ∈ IK ein Idel und
[x,Kab/K] sein Normrestsymbol, so gelten:
ρq([x,K
ab/K]) = ψE/K(x) und ρ¯q([x,K
ab/K]) = ψ¯E/K(x).
Die oben angegebenen Operationen von [x,Kab/K] auf den Basen B1 und B2 lassen sich
nun umschreiben:
[x,Kab/K] • (id⊗v) = ψE/K(x)(id⊗v),
[x,Kab/K] • (τ ⊗ v) = ψ¯E/K(x)(τ ⊗ v). (2.4)
Nach diesem Vorgriﬀ kommen wir nun zur
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Proposition 4. Es gibt einen GQ-Modulisomorphismus
ϕ : Vq(E)× Vq¯(E) ∼−→ IndGQGKρq
(x, y) 7−→ id⊗ x+ τ ⊗ τy.
Etwas Darstellungstheorie











die q-adische Realisierung von Sym2E ⊗ E/Q.
Beweis. Zum Beweis genügt es, die Operation von einem beliebigen g ∈ GK und der kom-
plexen Konjugation τ ∈ Gal(K/Q) jeweils auf einer Basis der linken und der rechten Seite
zu vergleichen.
Wir ﬁxieren einen Basisvektor v vom Qq-Vektorraum Vq(E), so ist τv ein Basisvektor von
Vq¯(E) und somit {v, τv} eine Basis von Vq(E) ∼= Vq(E) × Vq¯(E) durch Identiﬁkation von v
mit (v,O) und τv mit (O, τv).
Eine Basis von Sym2E ⊗ E/Q ist gegeben durch B = {b1, b2, b3, b4, b5, b6} mit
b1 := v ⊗ v ⊗ v,
b2 := τv ⊗ τv ⊗ τv,
b3 := v ⊗ τv ⊗ v + τv ⊗ v ⊗ v,
b4 := v ⊗ τv ⊗ τv + τv ⊗ v ⊗ τv,
b5 := v ⊗ v ⊗ τv,
b6 := τv ⊗ τv ⊗ v.
Des Weiteren sei w( · , · ) : Vq(E) × Vq(E) −→ Vq(µ) die Weil-Paarung [Sil86, III. 8].










B′ = {b′1, b′2, b′3, b′4, b′5, b′6} mit
b′1 := (id⊗v)⊕ 0⊕ 0,
b′2 := (τ ⊗ v)⊕ 0⊕ 0,
b′3 := 0⊕ (id⊗v ⊗ w(v, τv))⊕ 0,
b′4 := 0⊕ (τ ⊗ v ⊗ w(τv, v))⊕ 0,
b′5 := 0⊕ 0⊕ (id⊗v ⊗ w(v, τv)),
b′6 := 0⊕ 0⊕ (τ ⊗ v ⊗ w(τv, v)).
Man sieht leicht, dass die Abbildungsmatrizen MB(τ) und MB′(τ) die Gestalt
MB(τ) =MB′(τ) =

0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

2.2. DARSTELLUNG ALS PRODUKT DER HECKE-L-FUNKTIONEN 29
haben. Zu einem beliebigen g ∈ GK sei x ein Idel in IK , sodass1 g |Kab= [x,Kab/K]. Mit
Blick auf (2.4) ist es ersichtlich, dass die Abbildungsmatrizen folgende Gestalt haben:
MB(g)=MB′(g)=

ψ3E/K(x) 0 0 0 0 0
0 ψ¯3E/K(x) 0 0 0 0
0 0 ψ2E/Kψ¯E/K(x) 0 0 0
0 0 0 ψE/Kψ¯
2
E/K(x) 0 0
0 0 0 0 ψ2E/Kψ¯E/K(x) 0





Aufgrund der Beliebigkeit von g geht nun die zu zeigende Äquivalenz der beiden Darstellun-
gen hervor.
2.2.2 Der träge Fall q = q










Realisierung von Sym2E ⊗ E/Q ist für diejenigen Primstellen q von Q, bei denen E/Q gute
Reduktion hat und die in K/Q träge sind.
Sobald wir zeigen können, dass es, wie im zerlegten Fall, ebenfalls eine Zerlegung Vq(E) =
V1⊕ V2 vom Tate-Modul Vq(E) in zwei GK-invariante eindimensionale Unterräume gibt, die
von der komplexen Konjugation vertauscht werden, so lässt sich der Beweis im zerlegten
Fall wortwörtlich auf den trägen Fall q = q übertragen, wobei v jetzt einen beliebigen von
Null verschiedenen Vektor von V1 bezeichne. Dass τv ∈ V2 gilt, ist ersichtlich, wenn wir die
Weil-Paarung in Betracht ziehen. Da die Darstellung Vq(E) zweidimensional ist, reicht es,
die folgende Proposition zu zeigen:
Proposition 5. Für jede elliptische Kurve E/Q mit CM mit OK ist die Galoisdarstellung
ς : GK −→ Aut(Vq(E))
reduzibel für alle Primzahlen q.
Beweis. Im CM-Fall haben wir einen Monomorphismus OK → End(Vq(E)) und die Galois-
operation von GK auf Vq(E) ist OK-linear. Genauer ist der Tate-Modul Tq(E) ist ein freier
Zq ⊗ OK-Modul vom Rang 1 (vgl. [Sil94, II. 1.4]). Daraus folgt, dass GK kommutativ auf
Vq(E) operiert. Also ς ist reduzibel.
Somit können wir für die q-adische Realisierung von Sym2E⊗E/Q genauso argumentieren
wie im zerlegten Fall.











die q-adische Realisierung von Sym2E ⊗ E/Q.
1[ · ,Kab/K] : IK → Gal(Kab/K) ist surjektiv.
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2.2.3 Der archimedische Fall
Um den Gamma-Faktor zu Sym2E⊗E/Q zu bestimmen, müssen wir zunächst dieWeilgruppen
zu C bzw. R einführen. Für die allgemeine Deﬁnition der Weilgruppen verweisen wir auf
[Del70, 1.3] und [Tat79, 1].
Deﬁnition 2.4. Die Weilgruppe WC zu C ist deﬁniert als die multiplikative Gruppe von C:
WC := C×,
und die Weilgruppe WR zu R ist deﬁniert als die disjunkte Vereinigung
WR := C× ∪ jC×
mit einem j, welches den folgenden Bedingungen genügt:
j2 = −1 und jzj−1 = τz für alle z ∈ C×,
hierbei bezeichne τ die komplexe Konjugation.
Wir können gemäß der obigen Deﬁnition die komplexe Weilgruppe WC in die reelle Weil-
gruppe WR einbetten.
Die zu E/Q gehörige Weilgruppendarstellung ρE,∞
Die Betti-Kohomologie (vgl. [Tat79, 4.4] und 1.4) H1B(E/Q,C) zu E/Q hat bekanntlich
die folgende Hodge-Zerlegung
H1B(E/Q,C) = H(1,0) ⊕H(0,1) (2.5)
mit eindimensionalen C-Untervektorräumen H(1,0) und H(0,1). Die Operation der Weilgruppe
WR auf H1B(E/Q,C) wird wie folgt beschrieben, vgl. [Tat79, 4.4]:
(a) Jedes z ∈ WC = C× operiert als Multiplikation mit z−1τ(z)−0 = z−1 auf H(1,0) und als
Multiplikation mit z0τ(z)−1 = τ(z)−1 auf H(0,1).
(b) Das Element j entspricht der komplexen Konjugation, es vertauscht die beiden Unter-
räume: j(H(1,0)) = H(0,1), j(H(0,1)) = H(1,0).
Sei nun u ein von Null verschiedener Vektor inH(1,0). Sein Bild inH(0,1) unter j bezeichnen
wir mit ju, dies ist also ein Basisvektor von H(0,1). Wegen j2 = −1 haben wir j(ju) = −u.
Durch Identiﬁkation von u mit (u, 0) und ju mit (0, ju) können wir {u, ju} als eine Basis
von H1B(E/Q,C) festlegen, somit haben wir
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Der Gamma-Faktor zur Weilgruppendarstellung ρE,∞ lautet nach Serre2 [Ser70, 3, (19),
3.2, (25)]:
Γ∞(E, s) = ΓC(s) = (2pi)−sΓ(s). (2.7)
Die zu ψE/K gehörige Weilgruppendarstellung ρψE/K ,∞
Der Größencharakter ψE/K induziert eine eindimensionale Darstellung der komplexen Weil-
gruppe WC = C×. Da ψE/K vom Unendlichtyp (1, 0) ist, haben wir
ρψE/K ,∞ : WC −→ GL1(C)
z 7−→ z.
Der Gamma-Faktor berechnet sich nach [Ser70, 3, (19)3.2, (22)] wie folgt3:
Γ∞(ρψE/K ,∞, s) = ΓC(s) = (2pi)
−sΓ(s). (2.8)
Wie in 2.2.1 kennen wir die folgende
Deﬁnition 2.5. Die induzierte Darstellung von ρψE/K ,∞ auf WR ist gegeben durch
IndWRWC ρψE/K ,∞ = C[WR]⊗C[WC] ρψE/K ,∞ = C[WR/WC]⊗C ρψE/K ,∞.
Bemerkung. Die Übereinstimmung von (2.8) mit (2.7) liegt daran, dass die Deﬁnition der
Gamma-Faktoren von Serre [Ser70, 3.1, 3.2] dem Artin-Formalismus (Verallgemeinerung
von [Neu92, VII. 10.4]; wir ersetzen dort die Galoisgruppen durch die entsprechenden Weil-
gruppen und erhalten den gleichen Formalismus) genügt, denn es gilt: ρE,∞ ∼= IndWRWC ρψE/K ,∞.
Vergleich der Weilgruppendarstellungen
Die reelle Weilgruppe WR operiert folgendermaßen auf C[WR/WC]⊗C ρψE/K ,∞:
j • (1⊗ x) = j ⊗ x,
j • (j ⊗ x) = −(1⊗ x), (2.9)
und
z • (1⊗ x) = 1⊗ z−1x = z−1(1⊗ x),
z • (j ⊗ x) = j ⊗ (τz)−1x = (τz)−1(j ⊗ x) (2.10)
für ein beliebiges z ∈ WC.
2Wir setzen für unsere Situation (p, q) = (0, 1) in [Ser70, 3.2, (25)] ein.
3Wir setzen jetzt (p, q) = (1, 0) in [Ser70, 3.2, (22)] ein.
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Des Weiteren ist die Operation von WR auf HB(Q(1)) wie folgt beschrieben:
(a) Jedes z ∈ WC operiert als Multiplikation mit z−1(τz)−1.
(b) Das Element j operiert als Multiplikation mit −1.
Bezeichnen wir nun die zu Sym2E ⊗ E/Q gehörige Darstellung der Weilgruppe WR mit
ρSym2E⊗E/Q,∞, so können wir das folgende Resultat formulieren:
Lemma 2.6. Wir haben den folgenden Isomorphismus der Darstellungen der reellen Weil-
gruppe WR:
ρSym2E⊗E/Q,∞





Beweis. Ganz analog wie in Lemma 2.2 für den zerlegten Fall betrachten wir die Operation
von einem beliebigen z ∈ WC und die Operation von j jeweils auf einer Basis der linken und
der rechten Seite. Wir wählen einen von Null verschiedenen Vektor u von H(1,0), dann ist ein
Basis von ρSym2E⊗E/Q,∞ gegeben durch B = {b1, b2, b3, b4, b5, b6} mit
b1 := u⊗ u⊗ u,
b2 := ju⊗ ju⊗ ju,
b3 := u⊗ ju⊗ u+ ju⊗ u⊗ u,
b4 := u⊗ ju⊗ ju+ ju⊗ u⊗ ju,
b5 := u⊗ u⊗ ju,
b6 := ju⊗ ju⊗ u.
Wir ﬁxieren einen von Null verschiedenen Vektor v ∈ ρψE/K ,∞ und einen von Null ver-
schiedenen Vektor w von HB(Q(1)). Dann bilden die Vektoren
b′1 := (1⊗ v)⊕ 0⊕ 0,
b′2 := (j ⊗ v)⊕ 0⊕ 0,
b′3 := 0⊕ (1⊗ v ⊗ w)⊕ 0,
b′4 := 0⊕ (j ⊗ v ⊗ w)⊕ 0,
b′5 := 0⊕ 0⊕ (1⊗ v ⊗ w),
b′6 := 0⊕ 0⊕ (j ⊗ v ⊗ w).











0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 0

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z−3 0 0 0 0 0
0 (τz)−3 0 0 0 0
0 0 z−2(τz)−1 0 0 0
0 0 0 z−1(τz)−2 0 0
0 0 0 0 z−2(τz)−1 0
0 0 0 0 0 z−1(τz)−2
 .
Somit ist das Lemma bewiesen.
2.2.4 Schlussfolgerung
Als unmittelbare Konsequenz aus den Ergebissen in vorigen Abschnitten ergibt sich die
folgende
Proposition 6. Es gilt:
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) = L(ψ3E/K , s) · L(ψ2E/Kψ¯E/K , s)2.
Beweis. Es folgt zunächst aus Lemma 2.2 und Lemma 2.3, dass




































aus denjenigen Primstellen, wo E/Q schlechte Reduktion hat. Da
der Tate-Twist Verschiebung um 1 verursacht, erhalten wir unter Verwendung des Artin-
Formalismus (vgl. [Neu92, S. 544]):
rechte Seite = L(∞)((ρ⊗3q )q, s) · L(∞)((ρq)q, s− 1)2
= L(∞)(ψ3E/K , s) · L(∞)(ψE/K , s− 1)2
= L(∞)(ψ3E/K , s) · L(∞)(ψ2E/Kψ¯E/K , s)2.
Nicht zuletzt liefert Lemma 2.6 die Gleichheit der Gamma-Faktoren der beiden Seiten der
zu zeigenden Gleichung. Somit folgt die Proposition.
In vollständiger Analogie zur obigen Proposition gilt über K die Produktzerlegung
L(Sym2E ⊗ E/K , s) = L(ψ3E/K , s)2 · L(ψ2E/Kψ¯E/K , s)4,
indem man die Tatsache L(ψaE/Kψ¯
b




E/K , s) heranzieht, siehe auch 2.2.5,
Lemma 2.7. Eine weitere Möglichkeit, die obige Zerlegung zu zeigen, ist unter Benutzung
des quadratischen Charakters ε0 zu K/Q, vgl. z. B. [Bum97, 1.8].
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2.2.5 Rankin-Selberg-L-Funktionen mit Twists
Nunmehr wenden wir uns der getwisteten Rankin-Selberg-L-Funktion zur automorphen Dar-
stellung Sym2E ⊗ E/Q zu.
Hierfür sei χ : IQ −→ C× ein Größencharakter mit p-Potenz-Führer. Das bedeutet, dass
Kernχ = Ip
n







Q Q×/Q× der Kongruenzuntergruppe modulo pn. Dies ist aber via
Klassenkörpertheorie isomorph zu Gal(Q(µpn)/Q). Somit ist χ auch ein zyklotomischer Ga-
loischarakter.
Lemma 2.7. Sei NK/Q die Normabbildung bzgl. der Körpererweiterung K/Q. Dann gilt für
alle ganzrationalen Zahlen a, b:
L(ψaE/Kψ¯
b
E/K · χ ◦ NK/Q, s) = L(ψbE/Kψ¯aE/K · χ ◦ NK/Q, s).
Beweis. Wir bestätigen die Gültigkeit der behaupteten Gleichung durch Vergleich der Euler-
faktoren. Dabei genügt es, nur die in K zerlegten Primstellen q = qq¯ zu betrachten. Oﬀenbar
gilt:
χ ◦ NK/Q(q) = χ ◦ NK/Q(q¯),






E/K · χ ◦ NK/Q, s) = Lq¯(ψbE/Kψ¯aE/K · χ ◦ NK/Q, s).
Nicht zuletzt lässt sich die Gleichheit der Gamma-Faktoren wie in [dS87, II. 1] nachweisen.
Konvention. Der Einfachheit halber schreiben wir ab jetzt χ/K statt χ ◦ NK/Q.
Schließlich formulieren wir den folgenden Satz, dessen Beweis sich später in 2.4 ﬁndet:
Satz 2.8. Für alle Größencharaktere χ auf IQ mit p-Potenz-Führer gilt:
L(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s) = L(ψ3E/K · χ/K , s) · L(ψ2E/Kψ¯E/K · χ/K , s)2.
Nachdem wir die Produktdarstellung der Funktion L(Sym2E ⊗E/Q⊗ χ/K , s) hergeleitet
haben, wollen wir jetzt auf ihre Eulerfaktoren eingehen.
2.3 Eulerfaktoren an den Stellen schlechter Reduktion
In diesem Abschnitt verwenden wir die folgenden Bezeichungen:
q = eine Primzahl, an welcher die elliptische Kurve E/Q schlechte Reduktion hat,
m = eine ganzrationale Zahl, m ≥ 3 und (q,m) = 1,
H = Qq(E[m]),
Iq = die Trägheitsgruppe der Erweiterung H/Qq,
sie ist unabhängig von m, vgl. [Ser72].
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Die Trägheitsgruppe Iq kann man relativ explizit beschreiben (vgl. [Ser72]):
(a) q >3. Dann ist Iq ∼= Z/2Z,Z/3Z,Z/4Z oder Z/6Z.
(b) q =3. Ist Iq abelsch, dann ist Iq ∼= Z/2Z,Z/3Z,Z/4Z oder Z/6Z;
Ist Iq nicht-abelsch, dann ist Iq ∼= Z/4Z n Z/3Z
(c) q =2. Ist Iq abelsch, dann ist Iq ∼= Z/2Z,Z/3Z,Z/4Z oder Z/6Z;
Ist Iq nicht-abelsch, dann ist Iq ∼= Q8 oder SL2(F3), wobei Q8 die
Quaternionengruppe der Ordnung 8 bezeichne.
Bevor wir in die Berechnung der Eulerfaktoren an schlechten Stellen eintreten, sei noch
folgender Sachverhalt bemerkt:
Feststellung 2.9. Für eine beliebige Primzahl q haben wir die folgende Äquivalenz:
q ist unverzweigt in K/Q und q - N (fE) ⇐⇒ E/Q hat gute Reduktion bei q.
Bemerkung. Die obige Äquivalenz zeigt sich auch in der Darstellung
Lq(E/K, T )

(1− ψE/K(q)T )(1− ψE/K(q¯)T ), falls q = qq¯ in K
1− ψE/K(q)T 2, falls q = q in K
1, falls q = q2 in K.
siehe [Sil94, II].
Für die Berechnung sei q zunächst eine beliebige Primzahl und zur Konvention sei q stets
ein über q gelegenes Primideal in K. Wir formulieren das
Lemma 2.10. Das Inverse Dq = Lq(Sym2E ⊗ E/Q, s)−1 des lokalen Eulerfaktors sieht wie
unten aufgelistet aus:
(i) Angenommen, |Iq |> 3. Dann ist Dq(T ) = 1.
(ii) Angenommen, |Iq |= 3. Dann ist
Dq(T ) =
{
1− q3T 2, falls H/Qq abelsch ist,
1 + q3T 2, sonst .
(iii) Angenommen, |Iq |= 2. Dann ist Dq(T ) = 1.
Der Bequemlichkeit halber benutzen wir im Beweis die duale Normierung zu der, die wir
in 1.3.4 festgelegt haben. D. h. wir nehmen H1l (E) statt Vl(E) und den arithmetischen Fro-
benius statt des geometrischen Frobenius. Nach dieser dualen Normierung entstehen immer
noch die gleichen Eulerfaktoren.
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Beweis. Angenommen, Iq ist zyklisch von der Ordnung d > 2. Wir wählen eine von q ver-
schiedene Primzahl l, setzen F := Qq(E[ln]), und identiﬁzieren Iq mit der Trägheitsgruppe
zur Erweiterung F/Qq. Des Weiteren sei τ ein Erzeuger von Iq und wir deﬁnieren
V := H1l (E)⊗Ql Ql.
Nach [CS87] kann man V folgendermaßen zerlegen:
V = V (ζ)⊕ V (ζ−1).
wobei ζ eine primitive d-te Einheitswurzel und V (ζ) bzw. V (ζ−1) der eindimensionale Ei-
genraum von τ zum Eigenwert ζ bzw. ζ−1 ist.
Sind nun u und v jeweils ein Basisvektor von V (ζ) bzw. V (ζ−1), so bilden sich
b1 := u⊗ u⊗ u
b2 := u⊗ u⊗ v
b3 := v ⊗ v ⊗ u
b4 := v ⊗ v ⊗ v
b5 := u⊗ v ⊗ u+ v ⊗ u⊗ u
b6 := u⊗ v ⊗ v + v ⊗ u⊗ v
eine Basis von Sym2E ⊗ E/Q ⊗Ql Ql aus Eigenvektoren von τ . Außerdem wissen wir nach
[ST68], dass für das geometrische Frobenius σ ∈ Gal(F/Qq)
det (1− σT | V ) = (1− αqT )(1− βqT )
für geeignete αq, βq ∈ C mit αqβq = q gilt.
Nun untersuchen wir die Eulerfaktoren an denjenigen Stellen, wo die elliptische Kurve
E/Q schlechte Reduktion hat, in einzelnen Fällen.
(i) Sei Iq zunächst von der Ordnung 2. Diese Bedingung impliziert, dass es einen qua-
dratischen Twist E ′ von E gibt mit guter Reduktion bei q. Sym2(H1l E) ist isomorph
zu Sym2(H1l E
′) und bleibt demnach ﬁx unter der Trägheitsgruppe Iq. Der Fixraum
(Sym2(H1l E)⊗H1l E)Iq = Sym2(H1l E)⊗ (H1l E)Iq = 0, da für eine elliptische Kurve A
über Q mit CM mit OK der Fixraum von H1l (A) unter Iq entweder der ganze Raum




1− σT | (Sym2(H1l E)⊗H1l E)Iq
)
= 1.
(ii) Sei nun Iq zyklisch von der Ordnung d > 3. Die Eigenwerte von τ bzgl. dieser Basisvek-
toren sind alle von der Form ζ i, i ∈ {−3,−1, 1, 3}, weshalb der Fixraum (Sym2(H1l E)⊗
H1l E)
Iq der Nullraum sein muss. In diesem Fall haben wir schließlich ebenfalls
Dq(T ) = 1.
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(iii) Sei nun Iq von der Ordnung 3: Iq = {1, τ, τ 2}. Wir betrachten zunächst den
1. Fall: F/Qq sei abelsch.
Genauso wie in (ii) können wir die Eigenwerte von τ bzgl. der Basisvektoren b1, . . . , b6
berechnen und erhalten
(Sym2(H1l E)⊗H1l E)Iq = 〈b1, b4〉.
In [ST68] haben Serre und Tate gezeigt, dass der geometrische Frobenius σ ∈ Gal(F/Qq)
die Eigenräume V (ζ) und V (ζ−1) invariant lässt und zwar mit
σ(u) = αqu, σ(v) = βq(v).
Hierbei sind αq, βq ∈ C und αqβq = q. Somit haben wir
σ(b1) = α
3




Dq(T ) = 1− q3T 2.
2. Fall: H/Qq sei nicht-abelsch.
Die Bezeichnungen seien wie zuvor. Da Gal(F/Qq) von σ und τ erzeugt wird, haben wir
στ 6= τσ. Aufgrund IqCGal(F/Qq) ist σ−1τ−1σ = τ (vgl. [CS87]). Ohne Einschränkung
dürfen wir u und v so wählen, dass σ(u) = v. Betrachten wir die Operation von
τ = σ−1τ−1σ auf den Basisvektoren bi in gleicher Weise wie im ersten Fall mit F/Qq
abelsch, so erhalten wir
(Sym2E ⊗ E/Q)Iq = 〈b1, b4〉.
Wir wissen bereits, dass σ(u) = v und σ(v) = λu für ein λ ∈ C, folglich gilt:
σ(b1) = σ(u⊗ u⊗ u) = v ⊗ v ⊗ v = b4
und
σ(b4) = σ(v ⊗ v ⊗ v) = λ3(u⊗ u⊗ u) = λ3b1.






wir aber auch, dass σ(u ⊗ v) = −q(v ⊗ u) (vgl. [CS87, S. 109]), weshalb λ gleich −q
sein muss. Es folgt daraus, dass
Dq(T ) = 1 + q
3T 2.
(iv) Zum Schluss nehmen wir an, dass Iq nicht zyklisch ist. Iq hat zwei mögliche Strukturen:
SL2(F3) oder Q8.
1. Fall: Iq ∼= SL2(F3) ∼= 〈τ〉o Z/4Z, ord (τ) = 3.
Erinnert sei an den Vektorraum V = H1l (E)⊗QlQl. Analog zum Anfang dieses Beweises
haben wir die Zerlegung von V in die direkte Summe
V = V (ζ)⊕ V (ζ−1)
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des eindimensionalen Eigenraums von τ zum Eigenwert ζ und des eindimensionalen
Eigenraums von τ zum Eigenwert ζ−1. Weiter gibt es ein λ ∈ Iq, sodass
Iq = 〈λ, τ〉 und λτ = τ 2λ,
vgl. [CS87, S. 109]. λ vertauscht also die Eigenräume V (ζ) und V (ζ−1). Wiederum
dürfen wir ohne Einschränkung annehmen, dass
λ(u) = v,
und folgern leicht daraus, dass
λ2(u) = −u.
Eine leichte Rechnung zeigt, dass {bi}1≤i≤6 nun eine Basis von Sym2(H1l E)⊗H1l E aus




2. Fall: Iq ∼= Q8.
Es seien τ und ρ Erzeuger von Q8 mit ord (τ) = 4 und den Relationen
τ 4 = 1, τ 2 = ρ2, ρτ = τ 3ρ. (2.11)
Wir dürfen annehmen, dass
ρ(u) = v, (2.12)
da ρ die Eigenräume V (ζ) und V (ζ−1) vertauscht (vgl. [CS87]). Mit Blick auf (2.11)
schließen wir aus (2.12), dass
ρ2(u) = ζ2u und ρ2(v) = ζ2v.
Die bi sind aber Eigenvektoren von ρ2 zum Eigenwert ζ6 = ζ2 6= 1, da die Ordnung




haben. Somit ist der Beweis des Lemmas erbracht.
2.4 Vergleich der Eulerfaktoren
In diesem Abschnitt wollen wir die Gültigkeit der Gleichung
L(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ/K , s) = L(ψ3E/K · χ/K , s) · L(ψ2E/Kψ¯E/K · χ/K , s)2
nachweisen, indem wir die Eulerfaktoren der beiden Seiten miteinander vergleichen.
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Aufgrund der bereits bewiesen Darstellung L(Sym2E⊗E/Q, s) = L(ψ3E/K , s)·L(ψ2E/Kψ¯E/K , s)2
können wir zunächst die Eulerfaktoren von L(Sym2E ⊗ E/Q, s) aufschreiben, dabei seien q
eine beliebige Primzahl und N die Absolutnorm eines Ideals:
• Ist q = qq¯ in K, so ist
Lq(Sym
























• Ist q = q in K, so ist
Lq(Sym




















mit Eigenwerten λi ∈ Q;



















Nach unserer Berechnung aus vorigem Abschnitt ist das Inverse des Eulerfaktors der
Darstellung Sym2E ⊗E/Q an Stellen der schlechten Reduktion aber ein Polynom vom Grad
0 oder 2. Mit Blick auf (2.13) liefert diese Tatsache die folgende
Feststellung 2.11. Der primitive Größencharakter ψ3E/K ist genau dann an einer in K/Q
verzweigten Primstelle q von K unverzweigt, wenn ψE/K dort auch unverzweigt ist.
Nun füheren wir einen Vergleich der getwisteten Eulerfaktoren nach dem Verzweigungs-
verhalten der Primzahl q durch. Dazu vereinbaren wir vorerst eine Konvention: Wir setzen
für alle q ∈ P
χ(q) =
{
χ ((piq)) , falls q 6= p
0, falls q = p
wobei (piq) das Idel (1, . . . , piq, 1, . . .) mit piq an der Stelle q und sonst überall Einsen bezeich-
ne. Es ist unschwer zu sehen, dass χ ((piq)) = χ(Frobq), Frobq ∈ Gal(Q/Q) gilt.
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1.Fall: q = qq¯.
In diesem Fall ist NK/Qq = NK/Qq¯ = qZ und N q = N q¯ = q. Demnach haben wir
Lq(Sym

























· Ist q = p, so sind die getwisteten q-Eulerfaktoren alle gleich 1.
· Ist q 6= p, so ist χ(q) = χ ◦ NK/Q(q), da in diesem Fall q in Q(µp∞)/Q unverzweigt ist,
und (2.14) lässt sich weiter schreiben:
Lq(Sym
2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s) = Lq(ψ3E/K · χ/K , s) · Lq¯(ψ3E/K · χ/K , s) ·
Lq(ψ
2
E/Kψ¯E/K · χ/K , s)2 · Lq¯(ψ2E/Kψ¯E/K · χ/K , s)2.
2.Fall: q = q.
Zunächst beachten wir, dass es in diesem Fall q 6= p ergibt. Wir haben NK/Qq = q2Z und
N q = q2. Es gilt also
Lq(Sym














































Im trägen Fall stimmen die Eulerfaktoren also auch überein.
3.Fall: q = q2.
Im verzweigten Fall ist q ebenfalls ungleich p. Nach unserer vorigen Feststellung ist
V Iq = 0, wobei V den Darstellungsraum von Sym2E ⊗ E/Q bezeichne. Bezeichnen wir den
2.5. DIE KOMPLEXE FUNKTIONALGLEICHUNG 41
eindimensionalen Darstellungsraum von χ mitW , so schließen wir hieraus, dass (V ⊗W )Iq =
V Iq ⊗W = 0. Der getwistete Eulerfaktor Lq(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s) ist also 1.
Fassen wir alle drei Fälle zusammen, so ist die Gültigkeit der Zerlegung
L(∞)(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s) = L(∞)(ψ3E/K · χ/K , s) · L(∞)(ψ2E/Kψ¯E/K · χ/K , s)2
ersichtlich. In vollständiger Analogie zeigt man auch noch die folgende alternative Zerlegung:
L(∞)(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s) = L(∞)(ψ¯3E/K · χ/K , s) · L(∞)(ψE/Kψ¯2E/K · χ/K , s)2.
Es sei bemerkt, dass hier nur die Eulerfaktoren an endlichen Stellen nachgerechnet werden.
Die Gamma-Faktoren lassen sich wie in Lemma 2.6 und Proposition 6 behandeln.
2.5 Die komplexe Funktionalgleichung
In diesem Abschnitt leiten wir die komplexen Funktionalgleichung unserer Rankin-Selberg-
L-Funktion L(Sym2E ⊗ E/Q, s) mit verschiedenen Herangehensweisen her, genauer gesagt,
einmal über Größencharaktere und einmal motivisch. Zunächst kommt die Herangehensweise
über Größencharaktere.
2.5.1 Erste Herangehensweise via Größencharaktere
Es seien in diesem Abschnitt
N = Führer der elliptischen Kurve E/Q,







cε0 = Führer von ε0.
Die komplexe Funktionalgleichung wollen wir zuerst anhand der Darstellung
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) = L(ψ3E/K , s) · L(ψ2E/Kψ¯E/K , s)2
als Produkt der Hecke-L-Funktionen herleiten. Hierfür greifen wir auf [dS87, II. 1.1] zurück.
Der Größencharakter ψE/K hat die Eigenschaft
ψE/K((a)) = a für alle a ≡ 1mod×fE,
siehe Einführung, 1.2.4. Daher hat der primitive Größencharakter ψ3E/K den Unendlichtyp
(3, 0) und der primitive Größencharakter ψ2E/Kψ¯E/K den Unendlichtyp (2, 1). Nach de Shalit
berechnet sich dann der Gamma-Faktor L∞(ψ3E/K , s) zu ψ
3
E/K wie folgt:
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Hieraus ergibt sich die vollständige Hecke-L-Funktion
L(ψ3E/K , s) = L∞(ψ
3
E/K , s) · L(∞)(ψ3E/K , s)
= Γ(s)(2pi)−s · L(∞)(ψ3E/K , s) (2.15)
und die komplexe Funktionalgleichung für den L-Faktor L(ψ3E/K , s) schreibt sich wie folgt:
R(ψ3E/K , s) =W1 ·R(ψ¯3E/K , 1 + k + j − s)
mit einer komplexen Konstanten W1 von absolutem Betrag 1 und k = 3, j = 0, sowie
R(ψ3E/K , s) := (dK · N fE)s/2 · L(ψ3E/K , s)
= Γ(s)(2pi)−s(dK · N fE)s/2 · L(∞)(ψ3E/K , s). (2.16)
Bemerkung. Im CM-Fall gilt N = cε0 · N fE (vgl. [CS87, S. 141]). Der Führer cε0 des qua-
dratischen Charakters ε0 von K/Q ist gleich |dK |, daher haben wir dK · N fE = −N . Nach
Carayol [Car83] ist der Führer N von E/Q insbesondere auch die Stufe der zu E/Q assozi-
ierten Modulform.
Genauer können wir die komplexe Funktionalgleichung zu ψ3E/K also folgendermaßen
darstellen:
Γ(s)(2pi)−s(−N)s/2 · L(∞)(ψ3E/K , s)
= W1 · Γ(4− s)(2pi)s−4 · (−N)(4−s)/2 · L(∞)(ψ¯3E/K , 4− s). (2.17)
In vollständiger Analogie berechnen wir die komplexe Funktionalgleichung für den L-
Faktor L(ψ2E/Kψ¯E/K , s):
Wegen L(ψ2E/Kψ¯E/K , s) = Γ(s− 1)(2pi)1−s ·L(∞)(ψ2E/Kψ¯E/K , s) und 1 + k+ j − s = 4− s
ergibt sich
Γ(s− 1)(2pi)1−s(−N)s/2 · L(∞)(ψ2E/Kψ¯E/K , s)
= W2 · Γ(3− s)(2pi)s−3(−N)(4−s)/2 · L(∞)(ψ¯2E/KψE/K , 4− s), (2.18)
wobei W2 ebenfalls eine komplexe Konstante von absolutem Betrag 1 ist.
Mit (2.17) und (2.18) gelangen wir schließlich zur folgenden Funktionalgleichung für
L(Sym2E ⊗ E/Q, s):
Γ(s)Γ2(s− 1)(2pi)12−6s · L(∞)(Sym2E ⊗ E/Q, s)
= W · Γ(4− s)Γ2(3− s)(−N)6−3s · L(∞)(Sym2E ⊗ E/Q, 4− s), (2.19)
mit einem W ∈ C, |W |= 1. Nach dem Sortieren der multiplikativen Faktoren entsteht aus
(2.19) die Funktionalgleichung für die vollständigen L-Funktionen:
Satz 2.12. Es gilt:
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) =W · (−N)6−3s · L(Sym2E ⊗ E/Q, 4− s). (2.20)
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2.5.2 Motivische Herangehensweise
Nachdem wir die in Aussicht genommene komplexe Funktionalgleichung zu unserer Funktion
L(Sym2E⊗E/Q, s) bereits über Größencharaktere betrachtet haben, wollen wir sie jetzt aber
auch in motivischer Sicht interpretieren.
Wir berechnen zunächst das duale Motiv zu Sym2E⊗E/Q. Dazu benutzen wir die früher
vereinbarte Normierung aus 1.3.4.
Die Weil-Paarung
Tp(E)⊗ Tp(E) −→ Tp(µ)
ergibt eine weitere Paarung
Tp(E)⊗ (Tp(E)⊗ Tp(µ)∨) −→ Zp.
Dies impliziert, dass Vp(E) = Tp(E)⊗Zp Qp und Vp(E)⊗ Vp(µ)∨ als Gal(Q/K)-Moduln dual
zueinander sind. Verwenden wir nunmehr die übliche Notation Q(−1) für das duale Motiv
Vp(µ)
∨ zum Tate-Motiv Q(1), so gelangen wir zum Resultat
Vp(E)
∨ = Vp(E)(−1)(= Vp(E)⊗Qp Q(−1)p).
Somit haben wir für alle endlichen p









= (Sym2E ⊗ E/Q)p(−3).
Analoges gilt auch für die Betti- und de-Rham-Realisierung. Daher erhalten wir insgesamt
die folgende
Proposition 7. Es gilt:
(Sym2E ⊗ E/Q)∨ = (Sym2E ⊗ E/Q)(−3).
Mit Blick auf die von Deligne vermutete motivische Funktionalgleichung angewendet auf
unsere Situation, d. h.
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) = ε
(
(Sym2E ⊗ E/Q)∨, 1− s
) · L ((Sym2E ⊗ E/Q)∨, 1− s) ,
erhalten wir die Funktionalgleichung
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) = ε
(
Sym2E ⊗ E/Q, 1− (s− 3)
) · L (Sym2E ⊗ E/Q, 1− (s− 3))
= ε(Sym2E ⊗ E/Q, 4− s) · L(Sym2E ⊗ E/Q, 4− s).
Fassen wir nun die komplexe Funktionalgleichung (2.20) ins Auge, so kommen wir schließ-
lich zur folgenden
Folgerung 2.13. Die von Deligne vermutete Funktionalgleichung gilt für das Motiv
M = Sym2E ⊗E/Q bis auf den Vergleich des multiplikativen Faktors W · (−N)6−3s mit dem
obigen ε-Faktor.
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2.5.3 Kritische Werte der L-Funktion L(Sym2E ⊗ E/Q, s)
Deﬁnition 2.14. Eine ganzrationale Zahl n heißt kritisch für das MotivM , wenn die beiden
Gamma-Faktoren L∞(M, s) und L∞(M∨, 1− s) keine Polstelle bei s = n haben.
Nun sind wir so weit, die kritischen Stellen des Motivs Sym2E⊗E/Q zu berechnen. Unter
Betrachtung dessen komplexen Funktionalgleichung sind die kritischen Stellen deﬁnitionsge-
mäß diejenigen s ∈ Z, wo die Gamma-Faktoren auf beiden Seiten der Funktionalgleichung
keinen Pol haben. In unserem Fall heißt das mit anderen Worten, dass die Gamma-Faktoren
Γ(s),Γ(4− s),Γ(s− 1) und Γ(3− s) dort also keinen Pol haben. Man bestätigt leicht, dass
s = 2 die einzige kritische Stelle von Sym2E ⊗ E/Q ist, da 0, -1, -2, -3, . . . bekanntlich die
Polstellen der Gamma-Funktion sind.
2.6 Komplexe und p-adische Perioden
2.6.1 Die komplexe Periode Ω
Im Folgenden wollen wir der komplexen und der p-adischen Periode einen näheren Blick
schenken. Zu diesem Zweck deﬁnieren wir zunächst für ein beliebiges ganzes Ideal f von OK
die Größe
wf := Anzahl der Einheitswurzeln in K, die kongruent 1 modulo f sind.
Dann wählen wir ein ganzes Ideal f C OK mit wf = 1 und (f, p) = 1. Weiter legen wir ein
Weierstraß-Modell für unsere elliptische Kurve E/Q fest und bezeichnen mit L das Peri-
odengitter von E. Am Ende wählen wir ein Ω ∈ C×, sodass
L = Ω · f.
Dieses Ω ist modulo (K f)
×
unabhängig von dem speziﬁsch gewählten Weierstraß-Modell und
dient als unsere komplexe Periode, vgl. [dS87, II. 4.2].
2.6.2 Die p-adische Periode
Zur Konstruktion der p-adischen Periode setzen wir als Erstes
R′ = OKf(E[p¯∞]) ⊗OK Op, f wie in 2.6.1,
Rˆ = Komplettierung von R′,
f0 = kgV(fE, f
∗), f∗ sei der Führer von Kf(E[p¯∞])/K.
Fixieren wir nun ein ganzes Ideal a von OK mit (a, f0) = 1, so geht die folgende Tatsache
aus dem Hauptsatz der komplexen Multiplikation 1.6 im ersten Kapitel hervor:
Proposition 8. Es existiert eine eindeutig bestimmte Isogenie λ(a) : E −→ Eσa über L vom
Grad Na, welche durch die Bedingung
P σa = λ(a)P für alle P ∈ E[c], (c, a) = 1
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charakterisiert ist, wobei σa das Artinsymbol zu a bzgl. der Körpererweiterung K(E[c])/K
bezeichne.
Für den Beweis verweisen wir auf [dS87, II. 1.5].
Bemerkung. Im Fall (f, a) = 1 induziert diese Isogenie einen über R deﬁnierten Homomor-
phismus formaler Gruppen (vgl. [dS87, II. 4.2]):
λ̂(a) : Ê −→ Êσa .
Proposition 9. Es existiert ein über Rˆ deﬁnierter Isomorphismus der formalen Gruppen:
θ : Ĝm ∼= Ê, t = θ(T ) = ΩpT + . . . ∈ R̂[[T ]],
welcher der Bedingung
λ̂(c) ◦ θ = θσc ◦ [N c]
bGm , (c, fp¯) = 1 (2.21)
genügt. Die Konstante Ωp ∈ R̂× ist modulo O×p durch (2.21) eindeutig bestimmt.
Man kann nachprüfen, dass das Festlegen der p-adischen Periode Ωp, die wir später für
unsere p-adische Interpolation benötigen, äquivalent zur Wahl des Isomorphismus θ ist. Wir
ﬁxieren ein für alle Mal einen Erzeuger (ζn)n≥1 mit ζn ∈ µpn primitiv vom Tate-Modul
Tp(Gˆm). Diesen Erzeuger nennen wir Orientierung von Cp. Näheres siehe [dS87, II. 4.4]. Bei
dieser festen Orientierung von Cp wird die komplexe Periode Ωp von Ω kanonisch bestimmt
[dS87, II. 4.4]. Schließlich lässt sich unschwer veriﬁzieren, dass das Periodenpaar (Ω,Ωp) ∈
(C××C×p )/Q
×
lediglich nur von der Wahl der Orientierung (ζn)n≥1 aber nicht von Ω abhängt.
In der Tat, wir haben sogar seine Wohldeﬁniertheit modulo (K f)
×
.
Zum Schluss merken wir an, dass wir die komplexe Periode Ω für die Algebraizitätsaussage
der kritischen Werte L(Sym2E ⊗ E/Q, 2) und das Perioden Paar (Ω,Ωp) später für die p-
adische Interpolation benötigen.
2.7 Algebraizität der kritischen Werte
Die Algebraizität der Hecke-L-Funktionen an kritischen Stellen haben viele Mathematiker
wie Damerell und Shimura ausführlich studiert, und ihre Ergebnisse lassen sich auf unsere
Situtaion anwenden.
Um es möglichst klar zu halten, beginnen wir daher mit einer allgemeinen Behandlung
der Situation (vgl. [Dam70], [BD07], [HS85] etc.) für beliebige elliptische Kurve mit CM mit
OK . Hierbei bleibt K weiterhin ein imaginär quadratischer Zahlkörper mit Klassenzahl 1.
Satz 2.15 (Algebraizitätssatz von Damerell). Es sei E/Q eine elliptische Kurve mit CM
mit OK. Weiter seien L das Periodengitter zu E und ΩD ∈ L so, dass4 L = ΩDOK. Dann
gilt für den Größencharakter ψE/K zu E/K:









4Die Existenz des Elements ΩD ist durch die Voraussetzung hK = 1 gesichert.
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für alle k ≥ 1, j ≥ 0. Außerdem gilt:
L∗(ψ¯k+jE/K , k) ∈ K für alle j, k ∈ Z mit 0 ≤ j < k.
Nun betrachten wir unsere Rankin-Selberg-L-Funktion L(Sym2E⊗E/Q, s) = L(ψ3E/K , s) ·
L(ψ2E/Kψ¯E/K , s)
2 und wenden den soeben zitierten Satz jeweils auf die zwei Hecke-L-Funktionen
in der Faktorisierung an. Dabei beachten wir, dass wegen ψ¯E/K(a) = ψE/K(a¯) die Gleichheit
L(∞)(ψ¯k+jE/K , k) = L
(∞)(ψk+jE/K , k) gilt.
Für den ersten Faktor L(∞)(ψ3E/K , s), ausgewertet an der kritischen Stelle s = 2, können
wir k = 2 und j = 1 wählen, da sie gerade die Eigenschaft 0 ≤ j < k erfüllen. Somit liefert







Für den zweiten Faktor L(∞)(ψ2E/Kψ¯E/K , s) = L
(∞)(ψE/K , s−1) an der Stelle s = 2 setzen




Fassen wir (2.22) und (2.23) zusammen, so können wir schließlich folgende Algebraizi-
tätsaussage für unsere L-Funktion L(∞)(Sym2E ⊗ E/Q, s) formulieren:




(∞)(Sym2E ⊗ E/Q, 2)
Ω5D
∈ K. (2.24)








für alle k, j ∈ Z mit 0 ≤ −j < k und Ω∞ ∈ C×, können wir das gleiche Ergebnis wie (2.24)




3.1 p-adische L-Funktionen in zwei Variablen
In diesem Kapitel konstruieren wir zunächst eine p-adische L-Funktion in zwei Variablen,
welche den Wert der komplexen L-Funktion L(Sym2E⊗E/Q⊗χ, s)mit einem zyklotomischen
Twist an der kritischen Stelle s = 2 interpoliert, und zeigen danach eine p-adische Funktio-
nalgleichung. p-adische L-Funktionen in zwei Variablen haben u. a. Vishik-Manin [MV74],
Katz [Kat76] und Yager [Yag82] für Größencharaktere, die zu elliptischen Kurven mit CM
assoziiert sind, ausführlich studiert. In de Shalit [dS87] wurde die allgemeine Situation mit
einem zulässigen Größencharakter, d. h. sein Unendlichtyp (k, j) genügt der Ungleichung
0 ≤ j ≤ −k, behandelt. In diesem Abschnitt folgen wir dem Vorgehen von de Shalit und
ﬁxieren ein für alle Mal eine Einbettung Q ↪→ Cp und eine Einbettung Q ↪→ C. Nach Weil
[Wei55] liegt der Wertebereich eines arithmetischen Größencharakters ψ über K stets in
einem algebraischen Zahlkörper. Vermöge der fest gewählten Einbettung Q ↪→ Cp können
wir via Klassenkörpertheorie ψ einen Galoischarakter zuordnen, welchen wir ebenfalls mit
ψ bezeichnen: Ist f der Führer von ψ, so ist für ein beliebiges Ideal m C OK mit f |m der
Galoischarakter ψ gegeben durch
ψ : Gal(Km/K) −→ C×p
σa 7−→ ψ(a), (a,m) = 1.
Es sei bemerkt, dass für die allgemeine Darstellung auf [dS87, II. 4.16] verwiesen wird.
3.1.1 Berechnung der Galoisgruppen
Zweckmäßigerweise machen wir zunächst einige Beobachtungen über bestimmte Körperer-
weiterungen und berechnen die entsprechenden Galoisgruppen, die wir später für die p-
adische Interpolation benötigen. Dabei wird fortan die folgende Notation benutzt:
f = gp¯∞ mit einem zu p teilerfremden ganzen Ideal bzw. Pseudoideal (siehe Deﬁnition 3.4),
g von OK ,
fψ3
E/K
= Führer des primitiven Größencharakters ψ3E/K ,
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∆ : es gilt Gal(K(E[p∞])/K) ∼= Z×p ∼= Z/(p− 1)Z× (1 + pZp);
sei ∆ die Untergruppe von Gal(K(E[p∞])/K) mit ∆ ∼= Z/(p− 1)Z,
∆ : es gilt Gal(K(E[p¯∞])/K) ∼= Z×P ∼= Z/(p− 1)Z× (1 + pZp);
sei ∆ die Untergruppe von Gal(K(E[p¯∞])/K) mit ∆ ∼= Z/(p− 1)Z,
∆˜ = ∆×∆|K(µp∞ ) ∼= Z/(p− 1)Z,
K∞ = K(E[p∞])∆,
















−1((1+pZp)×(1+pZp)), siehe Bemerkung zur Feststellung 3.1,
H = Gal(F/K).
Die Einheitengruppe O×K lässt sich oﬀenbar wie folgt in Z×p bzw. Z×p × Z×p einbetten:
ip : O×K ↪−→ O×p ∼−→ Z×p ,
ip¯ : O×K ↪−→ O×p¯ ∼−→ Z×p ,
ip : O×K
ip×ip¯
↪−→ O×p ×O×p¯ ∼−→ Z×p × Z×p ,
und wir haben die
Feststellung 3.1. Es gilt:
Gal(Kp
∞
/K) ∼= (Z×p × Z×p )/ip(O×K).








q-pO×q )(1 + pn)(1 + p¯n)K×/K×. Der Übergang n→∞ liefert dann
Gal(Kp
∞





q-pO×q × 1× 1)K×/K×. Andererseits ist CK = C1K = C×(
∏
qO×q )K×/K×






O×q ×O×p ×O×p¯ )/K×(
∏
q-p
O×q × 1× 1). (3.2)









O×q × 1× 1.
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Da alle diese Gruppen abelsch sind und C eine Untergruppe von A ist, haben wir
AB/CB
C≤A
= ABC/BC=A/A ∩BC = A/C(A ∩B).
Die letzte Gleichheit erkennt man daran, dass A∩BC = C(A∩B) wegen C ≤ A. Der Schritt





∩K× = O×K , hierbei ist O×K in
∏O×q diagonal






O×q ×O×p ×O×p¯ /(
∏
q-p
O×q × 1× 1) · O×K
∼= (Z×p × Z×p )/(1× 1)O×K
∼= (Z×p × Z×p )/ip(O×K).
Bemerkung. Den Isomorphismus Gal(Kp
∞
/K) −→ (Z×p ×Z×p )/ip(O×K) bezeichnen wir mit θ.
Formuliert wird jetzt noch eine weitere
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Beweis. Wie wir bereits wissen, ist
Gal(K(E[p∞])/K) ∼= Gal (K(E[p∞])/K(E[p]))×Gal(K(E[p])/K)
mit
Gal (K(E[p∞])/K(E[p])) ∼= Zp und Gal(K(E[p])/K) ∼= Z/(p− 1)Z.
Darüber hinaus wissen wir noch, dass
Gal (K∞/K) ∼= Zp.
Nun sagt die Galoistheorie, dass





was zu zeigen war.
Nicht zuletzt haben wir die
Feststellung 3.3. Es gilt: Gal(Kˆ/K) ∼= Zp ∼= 1 + pZp.
Beweis. Wir haben einen Isomorphismus1 θ˜ : Gal(K(µp∞)/K) ∼= Z/(p − 1)Z × Zp. Der
Nichttorsionsanteil von Gal(Q(µp∞)/Q) ist isomorph zu Zp. Der maximale Pro-p-Quotient
von Gal(K(µp∞)/K)) ist also Zp. Andererseits ist Gal(Kˆ/K) Quotient von Gal(Kp
∞
∞ /K) ∼=
Z2p, weshalb Gal(Kˆ/K) eine Pro-p-Gruppe ist. Als Pro-p-Quotient von Gal(K(µp∞)/K)) ist
Gal(Kˆ/K) also isomorph zu einer Untergruppe von Zp. Daraus folgt Gal(Kˆ/K) ∼= Zp/pmZp
mit einem geeigneten m ∈ N oder Gal(Kˆ/K) ∼= Zp. Die Tatsache, dass Gal(Kˆ/K) wegen
Q(µp∞) ⊂ Q(E[p∞]) eine unendliche Galoisgruppe ist, schließt aber die erste Möglichkeit
aus.
Unsere Situation wird an den folgenden Körperdiagrammen verdeutlicht:
1Aufgrund der Tatsache, dass p unverzweigt in K/Q aber rein verzweigt in Q(µp∞) ist, gilt K∩Q(µp∞) =
Q. Folglich haben wir Gal(Q(µp∞)/Q) ∼= Gal(K(µp∞)/K).
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Die in den Diagrammen vorkommenden Galoisgruppen werden wie folgt zusammengefaßt:
Gal(Kp
∞
/K) ∼= (Z×p × Z×p )/ip(O×K),
Gal(Kp
∞
∞ /K) ∼= (1 + pZp)× (1 + pZp),
Gal(Kp
∞





∞ ) ∼= (Z/(p− 1)Z× Z/(p− 1)Z) /ip(O×K),
Gal(Kp
∞
/K) ∼= Z×p /ip(O×K) ,
Gal(Kp
∞
/K∞) ∼= (Z/(p− 1)Z) /ip(O×K),
Gal(K p¯
∞
/K ′∞) ∼= (Z/(p− 1)Z) /ip¯(O×K),
Gal(F/K) ∼= (Z/(p− 1)Z× Z/(p− 1)Z) /ip(O×K),
Gal(Kp
∞
/F ) ∼= (1 + pZp)× (1 + pZp),
Gal(Kˇ/K) ∼= Z/(p− 1)Z,
Gal(Kˆ/K) ∼= 1 + pZp,
Gal(K∞/K) ∼= 1 + pZp,
Gal(K ′∞/K) ∼= 1 + pZp.
3.1.2 Der Twist mit χ
Ab jetzt sei χ ein Charakter von Gal(Q(µp∞)/Q) endlicher Ordnung mit p-Potenz-Führer.
Für die Durchführung der p-adischen Interpolation unserer Rankin-Selberg-L-Funktion
L(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s) beziehen wir nun den Twist mit χ in die Betrachtungen ein.
Als Charakter vonGal(Q(µp∞)/Q) kann χ als Charakter anderer Galoisgruppen aufgefaßt
werden.
Zunächst kann er als einen Charakter über K gesehen werden, denn Gal(K(µp∞)/K) ∼=

























besitzt χ eine Zerlegung χ = χ(0)⊗χ(1) mit einem Charakter χ(0) vonGal(Kˇ/K) ∼= Z/(p−1)Z
und einem Charakter χ(1) auf Gal(Kˆ/K) ∼= 1 + pZp. χ(0) ist die Einschränkung von χ auf
den Torsionsanteil der Galoisgruppe Gal(K(µp∞)/K).
Andererseits können wir χ aufgrund der Inklusion K(µp∞) ⊂ Kp∞ zu einem Charakter
von der Galoisgruppe Gal(Kp
∞
/K) hochziehen, über welche wir die folgende Proposition
haben:
Proposition 10. Es gilt:
Gal(Kp
∞
/K) ∼= Gal(F/K)×Gal(K∞/K)×Gal(K ′∞/K).
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Diesen Lift von χ auf Gal(Kp
∞
/K) bezeichnen wir weiterhin mit χ, solange keine Ver-
wechslung zu befürchten ist. Dieser lässt sich wiederum in drei Komponenten zerlegen:
χ = χ0 ⊗ χ1 ⊗ χ2,
wobei χ0, χ1 und χ2 jeweils aufGal(F/K) ∼= (Z/(p− 1)Z× Z/(p− 1)Z) /ip(O×K),Gal(K∞/K) ∼=
1 + pZp und Gal(K ′∞/K) ∼= 1 + pZp deﬁniert sind.
Nun wollen wir die beiden Zerlegungen in Zusammenhang bringen. Die Komponente χ0
kommt von χ(0), und die anderen zwei Komponenten χ1 und χ2 kommen von χ(1). Wenn wir
also χ(1) als Charakter auf Gal(Kˆ/K) zu einem Charakter auf Gal(Kp
∞
∞ /K) hochliften, dann
bekommen wir wegen der Isomorphie Gal(Kp
∞
∞ /K) ∼= Gal(K∞/K)×Gal(K ′∞/K) genau die
Zerlegung χ(1) = χ1 ⊗ χ2.
Bemerkung. Die oben erläuterten verschiedenen Auﬀassungen von χ lassen sich klarerweise
auch allgemein auf einen beliebigen Charakter φ von Gal(K(µp∞)/K) übertragen. Wir haben
also die Zerlegungen
φ = φ(0) ⊗ φ(1) = φ0 ⊗ φ1 ⊗ φ2.
3.1.3 p-adische Interpolation in zwei Variablen
Deﬁnition 3.4. Ein Pseudoideal von OK ist eine Menge der Form ab∞ := {abn | n ∈ N}
mit ganzen Idealen a, b von OK .
Des Weiteren deﬁnieren wir nach de Shalit [dS87, II. 4.11] die Pseudo-Gaußsumme für
einen Charakter
ε = ϕkϕ¯jς
mit einem arithmetischen Größencharakter ϕ vom Unendlichtyp (1, 0) und einem Charakter
endlicher Ordnung ς auf Gal(Kgp
∞
/K). Dazu setzen wir zunächst
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S = {γ ∈ Gal(L′Ln/K) : γ |L′= [pn, L′/K]},
wobei pn die exakte p-Potenz im Führer von ε ist, p wie in 2.1









wobei ζn die fest gewählten pn-ten Einheitswurzeln aus 2.6.2 seien.
Es sei bemerkt, dass die Pseudo-Gaußsumme G(ε) wohldeﬁniert ist, da die Einheits-
wurzeln ζn in L′Ln liegen und hängt lediglich vom Größencharakter ε als Ganzes ab, d. h.
nicht von der Wahl von ϕ oder ς. Im Fall, dass ε unverzweigt bei p ist, haben wir G(ε) = 1
und im Fall, dass (k, j) = (0, 0) ist G(ε) die gewöhnliche Gaußsumme. Ohne Beweis zitieren
wir von de Shalit [dS87, II. 4.16]:
Satz 3.6. Es seien g ein ganzes Ideal bzw. ein Pseudoideal von OK, p = pp¯ eine in K
zerlegte Primzahl, und es gelte (p, g) = 1. Wir setzen f = gp¯∞. Ferner sei ε ein arithme-
tischer Größencharakter vom Unendlichtyp (k, j) mit 0 ≤ −j < k derart, dass der Nicht-
p-Anteil seines Führers das Pseudoideal g teilt, und die Pseudo-Gaußsumme G(ε) sei wie
in Deﬁnition 3.5 gegeben. Dann exisitieren eine komplexe Periode ΩdS ∈ C× und eine p-
adische Periode Ωp ∈ C×p sowie ein eindeutig bestimmtes p-adisches ganzes Maß dµ(f) auf















gilt. Die beiden Seiten von (3.3) liegen in Q.
Bemerkung. Die komplexe Periode ΩdS ist die Periode aus 2.6, sie hängt von g ab.
Deﬁnition 3.7. Es sei h ein zu p teilerfremdes ganzes Ideal bzw. Pseudoideal von OK .
Die p-adische L-Funktion von K modulo h ist eine Funktion mit dem Deﬁnitionsbereich





zuordnet. Hierbei ist dµ das p-adische Maß aus Satz 3.6.
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In Analogie zu obiger p-adischer Interpolation von Hecke-L-Funktionen zu zulässigen
Größencharakteren2 in einer Variable von de Shalit [dS87] führen wir im Folgenden die p-
adische Interpolation in zwei Variablen für unsere Funktion L(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s) durch.
Dabei sei f zunächst wie in 3.1.1 gegeben.
Für jedes Idel x über K sei [x,K(E[p∞])/K] sein Normrestsymbol. Der Größencharakter
ψE/K induziert einen natürlichen Isomorphismus
Gal(K(E[p∞])/K) ∼−→ Aut(E[p∞]) ∼−→ Z×p
[x,K(E[p∞])/K] 7−→ [ψE/K(x)] 7−→ ip(ψE/K(x)).

















K = K(E[p]) ∩K∞
Demnach liefert die Einschränkung von ψE/K auf Gal(K(E[p∞])/K(E[p])) einen Isomorphis-
mus, den wir wiederum mit ψE/K bezeichnen:
ψE/K : Gal(K(E[p
∞])/K(E[p])) ∼−→ 1 + pZp.
Ebenfalls entspricht ψ¯E/K einem Isomorphismus ψ∗E/K
ψ∗E/K : Gal(K(E[p¯
∞])/K(E[p¯])) ∼−→ 1 + pZp.
Sei ι : Gal(K∞/K)
∼−→Gal(K(E[p∞])/K(E[p])) bzw. ι¯ : Gal(K ′∞/K) ∼−→Gal(K(E[p¯∞])/K(E[p¯]))
der Isomorphismus aus der Galoistheorie. Wir erhalten die Komposition
κ1 : Gal(K∞/K)
ι∼−→ Gal(K(E[p∞])/K(E[p])) ψE/K−→ 1 + pZp,






E/K−→ 1 + pZp.
Zu gegebenen topologischen Erzeugern γ1 und γ2 von Gal(K∞/K) bzw. Gal(K ′∞/K) schrei-
ben wir
u1 := ψE/K ◦ ι(γ1) und u2 := ψ∗E/K ◦ ι¯(γ2).
2D. h. arithmetische Größencharaktere vom Unendlichtyp (k, j) mit 0 ≤ j < −k, wie im Satz 3.6.
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Für jeden Charakter φ endlicher Ordnung auf Gal(Kp
∞
/K) gibt es dann nach de Shalit
[dS87, II. 4.17] eine formale Potenzreihe G(φ0;T1, T2) ∈ O[[T1, T2]] mit der Eigenschaft, dass
die Relation
Lp,f(φ, s1, s2) = G(φ0;φ1(γ1)
−1us11 − 1, φ2(γ2)−1us22 − 1)
besteht, dabei bezeichne Lp,f(φ, s1, s2) das Integral






mit G(f) := Gal(K fp∞/K) und O sei eine endlich erzeugte ganze Ringerweiterung vom Ganz-
heitsring der Komplettierung der maximalen unverzweigten Erweiterung von Kp.















Als Ausgangspunkt nehmen wir einen beliebigen endlichen Charakter φ: Gal(K(µp∞)/K)→
C×p . Nach der Anmerkung im letzten Abschnitt haben wir zunächst die Zerlegung φ =
φ(0) ⊗ φ(1) mit einem φ(0) aus der Charaktergruppe ̂Gal(Kˇ/K) von Gal(Kˇ/K) und einem
φ(1) aus der Charaktergruppe
̂Gal(Kˆ/K) von Gal(Kˆ/K). Wird φ aber als einen Charakter
auf Gal(Kp
∞
/K) aufgefaßt, so lässt er sich auch in der Form φ = φ0⊗φ1⊗φ2 schreiben. Es ist
jetzt unser Anliegen, die Potenzreihe G(φ0;φ1(γ1)−1u
s1
1 − 1, φ2(γ2)−1us22 − 1) in Integralform
umzuschreiben. Durch geeignete Wahl der γi werden wir u1 = u2 = u := 1 + p erreichen.
Die Zerlegungsmöglichkeiten von φ werden im nachstehenden Diagramm zusammengefaßt,
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O φ(1) = φ3
K
Unserem Zweck gemäß schreiben wir
s1 = s+ d1 und s2 = s+ d2
mit s ∈ Zp und d1, d2 ∈ Zp, und wir wählen die topologischen Erzeuger γ1 von Gal(K∞/K),








Wir betrachten die folgende Komposition




γ1 7−→ (γ1, 1) 7−→ γa13 ,
für geeignete a1, b1 ∈ Zp. Ganz analog dazu haben wir




γ2 7−→ (1, γ2) 7−→ γa23 ,
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−a1us+d1 − 1 = (T3 + 1)a1us+d1−a1s − 1,
T2 = φ3(γ3)
−a2us+d2 − 1 = (T3 + 1)a2us+d2−a2s − 1. (3.5)
Ist G(T1, T2) ∈ O[[T1, T2]] eine beliebige formale Potenzreihe, so entsteht nach der Varia-
blensubstitution (3.5) eine formale Potenzreihe H(T3) ∈ O[[T3]]. Diese ist wohldeﬁniert, d.
h.:
Behauptung. Die Koeﬃzienten von der Potenzreihe
H(T3) = G(T1, T2) = G
(
(T3 + 1)
a1us+d1−a1s − 1, (T3 + 1)a2us+d2−a2s − 1
)
liegen in O.
Beweis. Zum Beweis schreiben wir zunächst die formale Potenzreihe G(T1, T2) in der Sum-















a1us+d1−a1s − 1)i ((T3 + 1)a2us+d2−a2s − 1)j .
Es ist einfach zu sehen, dass
(T3 + 1)
a1us+d1−a1s − 1 ≡ 0 mod (p, T3),
(T3 + 1)
a2us+d2−a2s − 1 ≡ 0 mod (p, T3),




ai,j (T3f(T3) + α0p)




































die p-Ordnung der Summanden geht gegen ∞, wenn die Indizes i, j ins Unendliche gehen,









T k3 , bi,j ∈ O.
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i+j−kbi,j, der Beweis der Wohldeﬁniertheit der Koeﬃzienten
von T k3 für ein beliebiges k ∈ N0 ist also erbracht.
Wie im Kapitel 1 ausgeführt wurde, korrespondiert zu einem gegebenen O-wertigen Maß
dµ auf Gal(K(µp∞)/K) ∼= Gal(Kˇ/K) × Gal(Kˆ/K) ein Tupel (Hφ(0))φ(0)∈ ̂Gal(Kˇ/K) von Po-
tenzreihen, und es gilt für ein festes φ(0) aufgrund φ3 = φ(1) und φ = φ(0) ⊗ φ(1)
Hφ(0)(φ3(γ3)









hierbei bezeichne 〈x〉 die Projektion von x auf 1 + pZp ∼= Gal(Kˆ/K). Damit haben wir alle
Vorbereitungen getroﬀen, um das Haupresultat dieses Kapitels herleiten zu können.
3.1.5 p-adische Interpolation
Wir ziehen jetzt den vom Größencharakter ψE/K induzierten Galoischarakter auf
G := Gal(K(E[p∞])/K) in Betracht. Die Isomorphien G ∼= Z×p ∼= Z/(p − 1)Z × (1 + pZp)




∞])/K(E[p])) ∼−→ 1 + pZp.
Insbesondere kann ψZp mit dem Isomorphismus κ1 von Gal(K∞/K) nach 1+pZp identiﬁziert
















K = K(E[p]) ∩K∞
Genauso lässt sich ψ∗E/K als Charakter von Gal(K(E[p¯
∞])/K) schreiben als ψ∗E/K =
ψ∗∆ ⊗ ψ∗Zp und ψ∗Zp lässt sich mit dem Isomorphismus κ2 von Gal(K ′∞/K) nach 1 + pZp
identiﬁzieren.
Zur p-adischen Interpolation der Rankin-Selberg-L-Funktion L(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s) =
L(ψ3E/K · χ/K , s) · L(ψ2E/Kψ¯E/K · χ/K , s)2 an der kritischen Stelle s = 2 befassen wir uns als
Erstes mit dem Faktor L(ψ3E/K · χ/K , s) = L(ψ¯3E/K · χ/K , s) = L(ψ−2E/Kψ¯E/K · χ/K , s− 2) und
setzen












(s, s1, s2) := (1, 2,−1).
Der Nicht-p-Anteil des Führers von ε1 ist gleich fψ3
E/K
, somit erfüllt f1 die Voraussetzung
des Satzes3 3.6. Als Charakter auf Gal(K(E[p])/K) lässt sich ψ∆ aufgrund der Inklusion
K(E[p]) ⊂ Kp∞ zu einem Charakter auf Gal(Kp∞/K) hochliften, weshalb η1 als ein Cha-
rakter endlicher Ordnung auf Gal(Kp
∞
/K) gesehen wird. Analog geht es mit ψ∗∆.
Bezeichne dµf1 das eindeutig bestimmte Maß auf G(f1) = Gal(K f1p∞/K) aus 3.1.3, dann
ist deﬁnitionsgemäß (vgl. Deﬁnition 3.7)

























































·G(ψ2E/Kψ¯−1E/Kχ−1/K) · L(∞)(ψ−2E/Kψ¯E/K · χ/K , 0) (3.8)
mit einer komplexen Periode ΩdS,1 ∈ C× und einer p-adischen Periode Ωp,1 ∈ C×p , wobei die
zweite Gleichung aus der Verzweigtheit des Größencharakters ψ−2E/Kψ¯E/K bei allen Primide-
alteilern von fψ3
E/K
und die dritte Gleichung aus der Verzweigtheit des Twists χ bei p folgt,
falls χ 6= 1.
Bevor wir fortfahren, schicken wir noch eine Bemerkung voraus. Sei nun f ein Pseudoideal
3Das zugehörige Ideal g1 ist gleich fψ3
E/K
.
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wobei p die Einschränkung, i der Isomorphismus und pi die Komposition p ◦ i sei. Zu einem
gegebenen Maß dν, das auf der Galoisgruppe G(f) deﬁniert ist, induzieren die Abbildungen
p und pi jeweils ein Maß dp∗ν auf Gal(K(µp∞)/K) und ein Maß dpi∗ν auf Gal(Q(µp∞)/Q),
welches genau das induzierte Maß d i∗(p∗ν) ist.






so ﬁnden wir, wie bereits in 3.1.3 erwähnt wurde, eine formale Potenzreihe G(χ0;T1, T2) ∈





−1u2 − 1, χ2(γ2)−1u−1 − 1).












dabei ist dp∗µ1 genau das zu (Hχ(0))χ(0)∈ ̂Gal(Kˇ/K)
korrespondierende Maß auf Gal(K(µp∞)/K).


































·G(χ−1) · L(∞)(ψ−2E/Kψ¯E/K · χ/K , 0)
(3.10)
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/K) ﬁndet sich später in (3.31) mit
u = 1, l = 2, a = 3 und n sei der Exponent von p im Führer von χ.
Als Nächstes führen wir die p-adische Interpolation des zweiten Faktors
L(ψ2E/Kψ¯E/K · χ/K , 2) = L(ψ¯−1E/K · χ/K , 0) = L(ψ−1E/K · χ/K , 0) durch. Wir schreiben nun4








(s, s1, s2) := (1, 1, 0).
Somit ergibt sich
















Die letzte Gleichung erhalten wir, indem wir mit ψE/K und dem alten Maß dµf2 ein neues
Maß dµ2 := ψE/Kdµf2 konstruieren. Wie beim ersten L-Faktor von L(Sym
2E ⊗ E/Q ⊗ χ, s)
existieren eine formale Potenzreihe G′(χ0, T1, T2) ∈ O[[T1, T2]] und eine formale Potenzreihe

















hierbei ist dp∗µ2 genau das zu (Hχ(0))χ(0)∈ ̂Gal(Kˇ/K)
korrespondierende Maß aufGal(K(µp∞)/K)
und dµ˜2 das induzierte Maß dpi∗(µ2) auf Gal(Q(µp∞)/Q). Damit zeigt sich die p-adische In-
4Jetzt ist das zu f2 gehörige Ideal g2 gleich fE .
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= Ω−1dS,2 ·G(ψ−1E/Kχ−1/K) · L(p¯)(ψ−1E/K · χ/K , 0)
= Ω−1dS,2 ·G(ψ−1E/Kχ−1/K) ·
Γ(1)
2pi


















·G(χ−1) · L(∞)(ψ−1E/K · χ/K , 0) (3.11)
mit einer komplexen Periode ΩdS,2 ∈ C× une einer p-adischen Periode Ωp,2 ∈ C×p .
Zusammen mit Blick auf (3.10) können wir nun das angestrebte Resultat bereitstellen,
indem wir ΩdS := Ω
−3
dS,1 · Ω−2dS,2, Ωp := Ω−3p,1 · Ω−2p,2 setzen und ein neues Maß dµ als Faltungs-
produkt dµ˜1 ⊗ dµ˜⊗22 deﬁnieren:
Satz 3.8. Es existieren eine komplexe Periode ΩdS ∈ C×, eine p-adische Periode Ωp ∈
C×p und ein eindeutig bestimmtes Maß dµ auf Gal(Q(µp∞)/Q), sodass für jeden beliebigen
Charakter χ auf Gal(Q(µp∞)/Q) von endlicher Ordnung mit dem Führer pn, n ∈ N, die














·G(χ−1)3 · L(∞)(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, 2).
3.2 p-adische Funktionalgleichung
Wie die klassischen komplexen L-Funktionen erfüllen auch die p-adischen L-Funktionen in
zwei Variablen eine Funktionalgleichung. Es ist nun unser Anliegen, diese für unsere Situa-
tion herzuleiten, aber zunächst schicken wir noch die allgemeine Theorie voraus.
In diesem Abschnitt benutzen wir die folgende Notation:
ε = ein beliebiger Größencharakter über K vom Unendlichtyp (k, j),
εˇ(a) = ε−1(a¯)(Na)−1 für alle aCOK , die teilerfremd zum Führer fε sind,
f = ein ganzes Ideal von OK mit (f, p) = 1,
G = Gal(K fp∞/K),
Gˇ = Gal(K f¯p∞/K).
5Zur Berechnung von G(ψ−1E/Kχ
−1
/K) setzen wir u = 1, l = −1, a = −1, vgl. (3.31).
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Dank der Klassenkörpertheorie kann ε klarerweise auch als ein p-adischer Charakter von
G aufgefaßt werden. Übrigens überzeugen wir uns leicht, dass εˇ dann ein Größencharakter
vom Unendlichtyp (−j − 1,−k − 1) ist. Bezeichnet τ die komplexe Konjugation, so ist εˇ
gleichzeitig auch ein p-adischer Charakter von Gˇ vermöge der Vorschrift
εˇ(σ) = ε−1N−1(τστ−1).
Oﬀenbar haben wir εε¯ = N k+j. Demzufolge gilt L(∞)(εˇ, 0) = L(∞)(ε−1N−1, 0) = L(∞)(ε¯, 1 +
k + j) und somit lässt sich die komplexe Funktionalgleichung für ε (vgl. [dS87, II. 1, S. 37])
wie folgt umformulieren:
L(ε, 0) = W (ε) · (dK · N fε)
1+k+j
2 · L(εˇ, 0).
Die Größe W (ε), welche von ε abhängt, heißt die Artinsche Wurzelzahl6, und hat den abso-
luten Betrag 1.
Zur Herleitung der p-adischen Funktionalgleichung für ε ist es nötig, die p-ten Einheits-
wurzeln ζn einzuführen. Dazu schreiben wir für jedes n ∈ N
wn und un: der eindeutig bestimmte p¯n- und der eindeutig bestimmte pn-Teilungspunkt7
des Gitters pnOK , sodass wn und un die simultanen Kongruenzen
wn ≡ 1 mod p¯n und wn ≡ 0 mod pn,
un ≡ −1 mod pn und un ≡ 0 mod p¯n
lösen. Somit genügen wn und un der Kongruenzgleichung
wn − un ≡ 1 mod pnOK .
Die Weil-Paarung epn(· , ·) gibt Anlass zu einer primitiven pn-ten Einheitswurzel
ζn := epn(wn, un).
Lemma 3.9. Es sei δ ∈ Z×p das Bild von




Beweis. Wir schreiben OK = Z+ Zτ mit τ =
√−dK/2 bzw. (1 +
√−dK)/2, je nachdem ob
dK ≡ 0mod 4 oder dK ≡ 3mod 4 ist. Auf den pn-Teilungspunkten des Gitters pnOK wird
die Weil-Paarung wie folgt explizit angegeben (vgl. [dS87, II. 6.2]):
epn(x, y) = exp(2pii · x¯y − xy¯
pn
√−dK
), x, y ∈ OK/pnOK . (3.13)
6Näheres dazu siehe [dS87, II. 1.1 und II. 6.1].
7D. h. wn ∈ {x ∈ OK | rx ∈ pnOK für alle r ∈ p¯n} und un ∈ {x ∈ OK | rx ∈ pnOK für alle r ∈ pn}.
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Setzen wir nun x = wn, y = un in die obige Formel (3.13) ein, so erhalten wir unmittelbar
aus einer direkten Rechnung unter Beachtung der Kongruenzrelation wn − un ≡ 1mod pn
die folgende Darstellung




Wegen un, w¯n ∈ p¯n und pn ⊂ p¯n gilt nun
wn − w¯n = (wn − un) + (un − w¯n) ≡ 1 mod p¯n. (3.14)
Nach komplexer Konjugation und anschließend der Multiplikation der Gleichung (3.14) mit
−1 gelangen wir zu
wn − w¯n = −(w¯n − wn) ≡ −1 mod pn.
Daraus folgt, dass in in Kp die Kongruenz
(wn − w¯n)/
√
−dK ≡ −δ−1 mod pn (3.15)
gilt. Aufgrund der Unverzweigtheit von p in K/Q ist das Bild δ von
√−dK in Kp ∼= Qp
sogar eine Einheit. Nun folgt aber aus der Tatsache (wn− w¯n)/
√−dK ∈ Q, dass die Kongru-
enz (3.15) sogar für modulo pn besteht. Eine direkte Rechnung liefert dann die gewünschte
Formel.
Im Weiteren sei σδ ∈ Gal(K fp∞/K) ein Galoisautomorphismus, der die Bedingung
σδ(ζ) = ζ
δ für alle p-Potenz-Einheitswurzeln ζ (3.16)
erfüllt. Wir setzen ab jetzt die Verzweigtheit des Größencharakters ε bei allen Primidealfak-
toren von f, einem beliebigen zu p teilerfremden ganzen Ideal von OK , voraus, und erinnern
uns, dass ε und εˇ jeweils als ein stetiger p-adischer Charakter von G = Gal(K fp∞/K) und









hierbei ist dµ das von f abhängige Maß aus Satz 3.6. Wir können nun ein Resultat von de
Shalit [dS87, II. 6] zitieren, wobei σδ bereits durch (3.16) gegeben ist:
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Bevor wir die p-adische Funktionalgleichung für L(Sym2E⊗E/Q⊗χ, s) bestimmen, wol-
len wir jetzt noch eine Bemerkung einschieben: Wegen ψE/K(a¯) = ψ¯E/K(a) bleibt der Führer
fE von ψE/K invariant unter der komplexen Konjugation. Genauso ist es mit dem Führer des
primitiven Größencharakters der Form ψaE/Kψ¯
b
E/K mit a, b ∈ Z.











Die Größencharaktere ε1 und ε2 sind beide verzweigt bei allen Primidealfaktoren von f1 bzw.
f2, somit erfüllt unsere Wahl von f1 und f2 die Voraussetzung des Satzes 3.10. Die dualen










Für den Faktor L(ψ3E/K · χ/K , 2) = L(ψ¯3E/K · χ/K , 2) = L(ψ−2E/Kψ¯E/K · χ/K , 0) drückt sich























Ganz gleich wie in der p-adischen Interpolation können wir argumentieren, dass die bei-
den auf G(f1) deﬁnierten Maße ψ2E/Kψ∗−1E/Kdµf1 und ψ−1E/Kψ∗2E/Kdµf1 das selbe Maß dµ˜1 auf
Gal(Q(µp∞)/Q) induzieren, da der Charakter χ ursprünglich über Q deﬁniert ist. Das Maß
ψ2E/Kψ
∗−1

















Für den zweiten Faktor L(ψ2E/Kψ¯E/K ·χ/K , 2) = L(ψE/Kψ¯2E/K ·χ/K , 2) = L(ψ−1E/K ·χ/K , 0)

























da die beiden Maße ψE/Kdµf2 und ψ
∗
E/Kdµf2 das gleiche Maß dµ˜2 auf Gal(Q(µp∞)/Q) indu-
zieren. Setzen wir nunmehr Wχ := W p−adic(ψ−2E/Kψ¯E/Kχ/K) ·W p−adic(ψ−1E/Kχ/K)2 und wie im
vorigen Abschnitt dµ = dµ˜1 ⊗ dµ˜⊗22 , so liefert die Multiplikation von (3.18) und (3.19) die
angestrebte p-adische Funktionalgleichung:
Satz 3.11. Für jeden beliebigen Charakter χ auf Gal(Q(µp∞)/Q) von endlicher Ordnung mit


















wobei dµ das eindeutig bestimmte Maß auf Gal(Q(µp∞)/Q) aus Satz 3.8 sei und σδ, σ−δ
durch (3.16) deﬁniert seien.
3.3 p-adische Interpolation mittels Theta-Reihen
Zu guter Letzt geben wir eine weitere Möglichkeit der Konstruktion der p-adischen L-
Funktion zu Sym2E⊗E/Q mittels klassischer Θ-Reihen für Modulformen an. Es ist möglich,
die Methoden von Manin, Mazur, Tate und Teitelbaum wortwörtlich auf unseren Fall zu
übertragen. Um die Darstellung möglichst klar zu halten, beginnen wir mit einer allgemei-
nen Behandlung der Situation für beliebige Größencharaktere.
3.3.1 Theta-Reihen zu Größencharakteren
Es seien K ein imaginär quadratischer Zahlkörper und ξ ein Größencharakter über K mit






für alle a ≡ 1mod×f
für ein u ∈ Z. Dann nennen wir
Θk(ξ, z) = Θk(K, ξ, z) =
∑
a
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mit k := u + 1 die Hecke-Theta-Reihe (kurz: Theta-Reihe) vom Gewicht k zum Größen-
charakter ξ. Man überzeugt sich unschwer, dass für die L-Funktion zu dieser Θ-Reihe die
Gleichung







ξ(a)(Na) k−12 −s = L(∞)(ξ, s− k − 1
2
) (3.20)
besteht. Mehr Auskunft über diese Theta-Reihe gibt uns der folgende Satz [Miy89, Th. 4.8.2]:
Satz 3.12. In der oben geschilderten Situation ist die Theta-Reihe f(z) = Θk(ξ, z) eine
Modulform vom Gewicht k. Im Fall, dass k 6= 1 und ξ nicht von einem Dirichlet-Charakter
über die Norm induziert wird, ist f eine Spitzenform. Schließlich ist f sogar eine Neuform,
falls der Größencharakter ξ primitiv ist.
Zu unserer ungetwisteten Rankin-Selberg-L-Funktion
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) = L(ψ3E/K , s)L(ψE/K , s− 1)2
= L(ψ3E/K | ψE/K |−3, s− 3/2) · L(ψE/K | ψE/K |−1, s− 3/2)2















sodass deren L-Funktion nach (3.20):
L(∞)(Θψ3
E/K
, s) = L(∞)
(
ψ3E/K | ψE/K |−3, s− 3/2
)
= L(∞)(ψ3E/K , s).
In analoger Weise gibt es eine Neuform vom Gewicht 1 + 1 = 2:
ΘψE/K (z) := Θ
(










sodass deren L-Funktion folgende Form hat:
L(∞)(ΘψE/K , s) = L
(
ψE/K |ψE/K |−1, s− 1/2
)
= L(∞)(ψE/K , s).
Und die Identität bei unendlichen Stellen kann durch Nachrechnen der Gamma-Faktoren
gezeigt werden. Zusammenfassend haben wir also
L(Sym2E ⊗ E/Q, s) = L(Θψ3
E/K
, s) · L(ΘψE/K , s− 1)2. (3.21)
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3.3.2 p-adische L-Funktion zu L(Sym2E ⊗ E/Q, s) mittels Θ-Reihen
Im Folgenden ﬁxieren wir eine Primzahl p ∈ P. Der Isomorphismus Z×p ∼= µp−1 × (1 + qZp)
mit q = p für ungerades p und q = 4 für p = 2 liefert eine Zerlegung für jedes x ∈ Z×p :
x = ω(x)〈x〉 mit ω(x) ∈ µp−1 und 〈x〉 ∈ 1 + qZp,
wobei ω der Teichmüller-Charakter ist.
Zu einer beliebigen Modulform f (über Q) vom Gewicht 2, die zu einer Weilkurve (z.
B. einer elliptischen Kurve) E gehört, die bei p gute Reduktion hat, haben Mazur und
Swinnerton-Dyer im Jahre 1974 mittels modularer Symbole ein sogenanntes Mazur-Maß dµf
konstruiert, siehe [MSD74]; und für höheres Gewicht haben Mazur, Tate und Teitelbaum ein
entsprechendes p-adisches Maß konstruiert, siehe [MTT86]. Die p-adische L-Funktion zu f






Schreiben wir dµ1 := dµΘ
ψ3
E/K
, dµ2 := dµΘψE/K und wenden die Formel (3.22) für
Sym2E ⊗ E/Q an, so erhalten wir unter Betrachtung von (3.21) die folgende p-adische L-
Funktion
Lp(Sym
2E ⊗ E/Q, s) = Lp(Θψ3
E/K














dν := dµ′ ⊗ (dγ′)⊗2,
so lässt sich (3.23) folgendermaßen umschreiben:
Lp(Sym
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3.3.3 Interpolationseigenschaft
Nachdem wir Sym2E ⊗ E/Q die p-adische L-Funktion Lp(Sym2E ⊗ E/Q, s) à la Mazur und
Swinnerton-Dyer [MSD74] zugeordnet haben, betrachten wir nun die allgemeinere Situation
und wenden uns der p-adischen Interpolation zu. Für die allgemeine Referenz dazu sei auf
[MTT86] und [BD07] hingewiesen.
Es sei f ∈ S(N, ε, k), also eine holomorphe Spitzenform vom Gewicht k und Nebentyp
ε auf Γ0(N), die eine Hecke-Eigenform vom Hecke-Operator Tp zum Eigenwert ap ist. ap ist
notwendigerweise eine algebraische ganze Zahl in C, vgl. [MSD74].
Deﬁnition 3.13. Eine Nullstelle α des Polynoms
X2 − apX + ε(p)pk−1
heißt zulässige p-Wurzel, falls ordpα < k − 1.
Der nächsten Deﬁnition der speziellen Charaktere schicken wir die folgende Notation
voraus: Für eine zu p teilerfremde natürliche Zahl M schreiben wir
Zp,M := lim←−(Z/p
νMZ) = Zp × (Z/mZ),
und sei Zp,M → Zp, x→ xp die natürliche Projektion.
Deﬁnition 3.14. Ein spezieller Charakter zum Parameter k ist ein p-adischer Charakter
η : Z×p,M → C×p der Form η(x) = xjp · η0(x) mit j ∈ Z, 0 ≤ j ≤ k − 2 und einem Charakter η0
endlicher Ordnung.
Insbesondere ist ein Charakter der Form η(x) = xjp · χ(x)−1, 0 ≤ j ≤ k − 2, mit unserem
Twist χ als η−10 ein spezieller Charakter.
Des Weiteren deﬁnieren wir zu einem gegebenen speziellen Charakter η mit dem Füh-
rer m = pνM(ν ∈ N) und einer zu f assoziierten zulässigen p-Wurzel α einen p-adischen
Multiplikator wie folgt:















Um p-adische Interpolationsformel für unsere Situation zu gewinnen, können wir ein Er-
gebnis der p-adischen Interpolation zu Hecke-Eigenformen von Tate, Mazur und Teitelbaum
[MTT86] jeweils auf Θψ3
E/K
und ΘψE/K an, beide Mal setzen wir M = 1, dann erhalten wir
daraus eine Interpolationsformel für L(Sym2E ⊗ E/Q, s) an der kritischen Stelle s = 2.
3.3. P -ADISCHE INTERPOLATION MITTELS THETA-REIHEN 71
Die Theta-Reihe Θψ3
E/K
ist vom Gewicht k = 4. Wir setzen
η(x) := x · χ(x)−1.
Damit ist j = 1 und η ist folglich ein spezieller Charakter.
Weiter wählen wir eine zulässige p-Wurzel α von dem Polynom
X2 − apX + ε(p)p3,
wobei ap der Eigenwert des Hecke-Operators Tp auf Θψ3
E/K
ist.
Das Resultat von Mazur, Tate und Teitelbaum [MTT86, 14] angewandt auf unsere

















⊗ χ/K , 2), (3.24)
wobei dµ1,α eine vereinfachte Schreibweise für dµΘ
ψ3
E/K
,α, Ω1 eine Konstante8 aus9 C×/Z×(p)
und G(χ) die Gaußsumme von χ ist.
Für die Hecke-Eigenform ΘψE/K , deren Gewicht k gleich 2 ist, setzen wir
η := χ−1.
Es ist also j = 0 und η ist ein spezieller Charakter. Legen wir eine zulässige p-Wurzel α′ vom
Polynom
X2 − a′p + ε′(p)p
fest und schreiben der Einfachheit halber dµ2,α′ statt dµΘψE/K ,α′ , so erhalten wir wieder nach













· L(∞)(ΘψE/K ⊗ χ/K , 1) (3.25)
mit einem Ω2 ∈ C×/Z×(p).
(3.24), (3.25) verknüpft mit (3.21) liefert schließlich das folgende Resultat:




















·L(∞)(Sym2E ⊗ E/Q ⊗ χ, 2)
mit dµ˜ := xdµ1,α ⊗ dµ⊗22,α, einer Konstanten Ω ∈ C×/Z×(p) und α˜ := αnα′2n.
8In der Arbeit von [MTT86, 14] hat eine Periode Ω ∈ C×/Z×(p) gefehlt.
9Z(p) = { gh | g, h ∈ Z, p - h}.
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3.3.4 Vergleich der Interpolationsergebnisse von de Shalit und von
Mazur-Tate-Teitelbaum
Nun sind wir an der geeigneten Stelle gelandet, die p-adischen Interpolationen der Hecke-L-
Reihen à la Mazur, Tate und Teitelbaum mittels Modulformen und à la de Shalit, die etwas
später entwickelt wurde, zu vergleichen. Dabei betrachten wir statt ψE/K etwas allgemeiner
einen arithmetischen Größencharakter ψ über K vom Unendlichtyp (u, 0) mit einem u ∈ Z,
und zusätzlich noch die Bedingung
ψ(a¯) = ψ¯(a) für alle aCOK , (a, fψ) = 1
erfüllt. Sei ψ0 := ψ · N−u/2 = ψ · | · |−u die Normierung von ψ, wobei N die Absolutnorm des
Idels bzw. des Ideals bezeichne, je nach der Situation. Oﬀenbar hat ψ0 den gleichen Führer
fψ wie ψ. Es sei die Primzahl p weiterhin zerlegt in K/Q, d. h. p = pp¯. Der Größencharakter
ψ sei bei p unverzweigt. Nicht zuletzt habe der Twist χ : Gal(Q(µp∞)/Q)→ Q von endlicher
Ordnung entweder den Führer pn für ein n ∈ N, oder χ sei trivial.
Für ein beliebiges a ∈ Z ist ψa0 ein normierter Größencharakter. Er ist zu einer Neuform






für alle x ≡ 1 mod×fψ0 , x ∈ K,
hierbei bezeichne |x | den Absolutbetrag von x in C, und es besteht die folgende Relation
(siehe [Köh10, 5.3]):
L(∞)(f, s) = L(∞)(ψa0 , s−
au
2
) = L(∞)(ψa, s) = L(∞)(ψ¯a, s). (3.26)
Wir deﬁnieren einen Charakter
η : Z×p −→ C×p , x 7−→ xj · χ(x)−1
mit j = ul − 1 mit einem l ∈ Z, sodass
0 ≤ ul − 1 ≤ au− 1 und 0 ≤ ua− ul < ul. (3.27)
Die erste Bedingung dient dazu, dass η ein spezieller Charakter ist und die zweite dazu, dass
der getwistete Größencharakter10 ψ−lψ¯a−lχ/K die Voraussetzung der p-adischen Interpolation
von de Shalit erfüllt. Wir schließen aus (3.27), dass
0 < l ≤ a < 2l , falls u > 0,
2l < a ≤ l < 0 , falls u < 0. (3.28)
Insbesondere gilt in beiden Fällen: −ul < 0 und ua−ul > 0. Im Hinblick auf (3.26) schließen
wir, dass das Hecke-Polynom sich wie folgt faktorisieren lässt:
X2 − apX + ε(p)pau = (X − ψa(p))(X − ψ¯a(p))
10ψ−lψ¯a−l ist der primitive Gößencharakter.
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mit Nullstellen ψa(p) und ψ¯a(p). Wir merken an, dass der Koeﬃzientenvergleich ε(p) = 1
liefert. Ohne Einschränkung wählen wir α = ψ¯a(p) als eine zulässige p-Wurzel des Hecke-





, falls χ 6= 1,
(1− ψa(p)p−ul)(1− ψ¯−a(p)pul−1), falls χ = 1.








(−2pii)ul−1 · (ul−1)!G(χ) · L(∞)(ψ¯a ⊗ χ/K , ul), falls χ 6= 1,
−Ω · (1− ψa(p)p−ul)(1− ψ¯−a(p)pul−1) · pnul
(−2pii)ul−1 · (ul − 1)! · L(∞)(ψ¯a, ul), falls χ = 1,
mit einer von j abhängigen Periode Ω.
Andererseits können wir die Interpolationsformel von de Shalit [dS87, II. 4.16] auf die
Hecke-L-Funktion
L(ψa · χ/K , ul) ψ(p¯)=ψ¯(p)= L(ψ¯a · χ/K , ul) ψψ¯=N
u
= L(ψ−lψ¯a−l · χ/K , 0)
anwenden, da der Größencharakter ψ−lψ¯a−l vom Unendlichtyp (−ul, ua − ul) ist, also der
Bedingung 0 ≤ ua− ul < ul genügt. Es ergibt sich für ein festes ganzes Ideal g von OK mit


















·G(ψlψ¯l−a) · (1− ψ¯−a(p)pul−1) · L(g)(ψ−lψ¯a−l, 0), falls χ = 1,
mit einer geeigneten p-adischen Periode Ωp und einer geeigneten komplexen Periode Ω′. Hier-
bei ist die Pseudo-Gaußsumme G(ψlψ¯l−aχ−1/K) wie in 3.1.3 deﬁniert, G(g) = Gal(Kgp
∞
/K)
und dµdS das eindeutig bestimmte Maß auf G(g) aus Satz 3.6. Der Gamma-Faktor von
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·L(∞)(ψ¯a, ul), falls χ = 1.
Um einen näheren Vergleich zwischen (3.29) und (3.30) zu gestatten, ziehen wir die
Pseudo-Gaußsumme G(ψlψ¯l−aχ−1/K) in Betracht. Aufgrund der Unverzweigtheit von ψ bei p
und fχ = pn ist im Fall χ 6= 1 die genaue p-Potenz im Führer von ψlψ¯l−aχ−1/K gleich pn. So































Des Weiteren wählen wir g = p¯, da dies der Bedingung (g, p) genügt. Dann verschwindet
der Teil
ψ¯a(g)χ(NK/Q(g))
N (g)ul in (3.30), da der Führer von χ p-Potenz ist.
(3.32) und (3.31) jeweils in (3.29) und (3.30) eingesetzt liefern nun einmal das Interpola-
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·G(χ−1) · L(∞)(ψ¯a ⊗ χ/K , ul), falls χ 6= 1,
−Ω · iul−1 · (pn
2pi
)ul−1 · (ul − 1)! · (1− ψa(p)p−ul)(1− ψ¯−a(p)pul−1)·
·L(∞)(ψ¯a, ul), falls χ = 1,
wobei das Maß dµ˜MMT eine geeignete Modiﬁkation von dem ursprünglichen Maß dµf,ψ¯a(p) ist;






















·G(χ−1) · L(∞)(ψ¯a ⊗ χ/K , ul),










)ul−1 · (ul − 1)! · (1− ψa(p)p−ul)(1− ψ¯−a(p)pul−1)·
·L(∞)(ψ¯a, ul),
falls χ = 1,
wobei dµ˜dS, wie wir in 3.1.5 schon gesehen haben, eine geeignete Modiﬁkation von dµdS auf
Gal(Q(µp∞)/Q) ∼= Z×p ist.
Wie wir sofort sehen, besitzen die Interpolationsformel (3.33) und die Interpolationsfor-









)ul−1 · (ul−1)! · (1−ψa(p)p−ul)(1− ψ¯−a(p)pul−1) im Fall χ trivial. Dies
suggeriert, dass die beiden Interpolationsverfahren zum selben Ergebnis führen. In der Tat,
da die Periode Ω von ul = j+1 abhängt, können wir sie durch Multiplikation einer geeigneten
Konstanten so modiﬁzieren, dass die Interpolationsformeln (3.33) und (3.34) übereinstim-
men. Und weil diese Gleichheit für alle endlichen Charaktere χ mit p-Potenz-Führer gilt,
können wir schließlich die folgende Bemerkung formulieren:
Bemerkung. Unter den selben Voraussetzungen wie am Anfang dieses Abschnitts gibt es eine
Konstante c ∈ Q×p , sodass es gilt: dµ˜MMT = c dµ˜dS. Die p-adische Interpolation nach Mazur,
Tate, Teitelbaum und die p-adische Interpolation nach de Shalit stimmen also bis auf die
Modiﬁkationen im Wesentlichen überein.
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Symbolverzeichnis
A Adelring von Q
Cp Komplettierung von Qp
αf Idel mit α an endlichen Stellen und Einsen an unendlichen Stellen
−dK Diskriminante eines Zahlkörpers K
E eine elliptische Kurve
Eˆ zu E assoziierte formale Gruppe
j(E) j-Invariante von E
N Führer der elliptischen Kurve E/Q
Sym2E symmetrisches Quadrat zu E
IF Idelgruppe des Zahlkörpers F
JF Idealgruppe des Zahlkörpers F
PF Gruppe der gebrochenen Hauptideale des Zahlkörpers F
Frobv Frobeniusautomorphismus bzgl. v
ψE/K zu E/K assoziierter Größencharakter
fE Führer von ψE/K
ψaE/Kψ¯
b





ψ0 Normierung eines Größencharakters ψ
N absolute Idealnorm bzw. Idelnorm
σa Artinsymbol eines Ideals aCOK bzgl. einer abelschen Erweiterung F/K
[x, F/K] Normrestsymbol eines Idels x bzgl. einer abelschen Erweiterung F/K
Ĝ Charaktergruppe einer Gruppe G
A[ln] Gruppe der ln-Torsionspunkte auf einer abelschen Varietät A
Tl(A) l-adischer Tate-Modul einer abelschen Varietät A
Vl(A) Tl(A)⊗Zl Ql, rationaler l-adischer Tate-Modul einer abelschen Varietät A
Gm multiplikative Gruppe
Tl(µ) l-adischer Tate-Modul von Gm
Vl(µ) Tl(µ)⊗Zl Ql, rationaler l-adischer Tate-Modul von Gm







ρ von einer Darstellung ρ von GK induzierte Darstellung von GQ
WC Weilgruppe von C
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WR Weilgruppe von R
ρE,∞ zu E/Q gehörige Darstellung von WR









K(f) Strahlklassenkörper K fp
∞
G(f) Galoisgruppe Gal(K fp∞/K)
∆ Gruppe der (p− 1)-ten Einheitswurzeln
ω Teichmüller-Charakter
G(ε) Gaußsumme bzw. Pseudo-Gaußsumme eines Charakters ε




Ĝ Charaktergruppe einer Galoisgruppe G
epn( ·, ·) Weil-Paarung
W Artinsche Wurzelzahl
W p−adic eine p-adische Einheits in der p-adischen Funktionalgleichung
Θk(ξ, z) Hecke-Theta-Reihe vom Gewicht k zum Größencharakter ξ





l-adische étale Kohomologie, 16
p-adischer Interpolation, 55
abelsche Erweiterung, 10





von erster Art, 22
















































Multiplikation mit s, 8, 10
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